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Prefacio

En resumen, este trabajo consiste en extrapolar la idea de los polinomios

de divisién a curvas de género mayor, pero en vez de tratarse de polinomios, se
trabaja con sistema de ecuaciones polinomiales. Con extrapolar la idea de los
polinomios de division me refiero en concreto a que las soluciones del sistema
de ecuaciones polinomiales obtenido den las, /-torsiones de la curva. Este tra-
bajo tiene como finalidad aplicarse computacionalmente, por lo tanto muchos
detalles que pueden verse complejos a nivel de calculo, son para simplificar las
acciones algoritmicamente.
La relevancia de este resultado es su eventual aplicacién para el conteo de pun-
tos de curvas hiperelipticas. El conteo de puntos es un problema interesante en
si mismo, pero es ttil para obtener curvas de orden primo, lo que tiene como
finalidad practica generar esquemas criptograficos seguros.

En esta tesis se asumiran conocimientos basicos de algebra lineal y dlgebra
abstracta y otros conceptos revisados en cualquier pregrado de matematicas, sin
embargo sera necesario explicar conceptos bésicos para dar ciertas precisiones y
para explicar ciertos célculos engorrosos entre otros motivos.

En este trabajo todas las curvas en cuestion seran afines lo cual podria confundir
a lectores més tedricos ya que estas curvas se definen en primera instancia como
curvas proyectivas. La razon de tomar curvas afines es para simplificar calculos
a nivel computacional, ya que lo mas sencillo es trabajar con la menor cantidad
de variables posibles. Sin embargo el enfoque proyectivo no lo descartamos del
todo, podria ser més ttil para obtener resultados abstractos.

Todas las curvas estaran en su forma de Weierstra® reducida, esto se refiere a
que tendran la forma:

Para género 1:
2 4ar+b=0

Para género 2:
° +ard +br+cx+d=1>

Para género 3:

27+ ax® 4 ba* + cx® + da® + ex + f = o>
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Para género arbitrario:
h(z) = y?

Cabe destacar que para que lo expresado tenga sentido, el discriminante de es-
tas curvas tiene que ser distinto de 0. La principal razén de tomar curvas de
Weiestraft en su forma reducida es que lo polinomios de divisién se encuentran
definidos para curvas elipticas en esa forma, en caso de expresar la curva de
otra forma es posible definir los polinomios de divisién pero no de la manera
mayormente ocupada dentro del contexto de este trabajo. Otra razén por la
cual se toman las curvas en su forma de Weierstrakl es por la misma que toma-
mos curvas afines, los cédlculos son mas sencillos a nivel computacional, pero en
este contextos no se pierde informacion al hacer esto ya que todas las curvas
hiperelipticas puedes ser llevadas a su forma de Weierstraff mediante cambios
de variables.

Los cuerpos que se trabajaran seran principalmente cuerpos finitos con char(K) #
2 de la forma F,, con p primo, pero las ¢-torsiones son buscadas en Fp. También
es buena idea observar que ocurre en Q y en Q para ver el procedimiento de
forma mas clara, pero solo a modo de ejemplo ya que los calculos relevantes son
en [F),.

En contexto de geométrica algebraica se le llama grupo de Piccard a lo que en
este trabajo se le llama Jacobiana, el cual en el contexto dicho anteriormente es
un toro multidimencional. La razén por la cual es posible hacer este cambio de
lenguaje es porque Jac(H) = Pic°(H).



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Curvas Elipticas

Definiciéon: En un cuerpo K, una curva eliptica es una ecuacion en el plano
de la forma

{(z,y) € K* tq y* =2® +az + b} U {Py}

Con los pardmetros a y b sujetos a 4a® + 27b% # 0. Estas curvas poseen una
ley de grupo la cual esta dada por:

El neutro del grupo es P
El opuesto de (z,y) esta dado por

(:va) EB(:Cv_y) = P

Para el resto de los puntos se define la variable A como

A= Y2 — Y1
To — I1
Y si (z1,11) = (22, 92)
\ = 313 +a
Y1

La ley de grupo se describe de la siguiente forma
(x1,91) © (22, y2) = (23, ¥3)
x3 =X — @1 — Y2

ys = (r1 —23)A —y1
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Geometricamente esta ley de grupo actua de la siguiente manera; al tener
2 puntos P y @, se considera la recta que pasa por ambos. Si esta recta no es
vertical intersecta en un tercer punto, al trazar una vertical el otro punto que
intersecta es P + Q).

5.

Figura 1.1: visualizacion geométrica de la suma de P y @

Observacién: Al tratarse de un grupo, siempre es posible tomar la accion
de Z de la siguiente formanP =P &P & ...... P.
n veces
Observacion: Al considerar 2P geométricamente lo que se hace es trazar
una tangente a E(K) en P para determinar la otra interseccién en la curva y
luego trazar una vertical en la interseccion para determinar el valor de 2P.

2p

4

n

Figura 1.2: visualizacién geométrica de la obtencion de 2P

Observacion: Geométricamente al tomar — P lo que se hace reflejar el pun-
to P en el eje z, a esta accion se dira involucion y se denotara como ¢(P) .
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Observacion: La ley de grupo es esta curva siempre describe un grupo abe-
liano ya que al considerar la accién geométrica de la ley de grupo, la recta que
pasa por P y @ es la misma recta que pasa por Q y P.

Aclaracion:Al tener la expresion P + ) con puntos de una curva eliptica
se entendera como P @ Q)

1.2. Polinomios de divisién

El calculo de las ¢-torsiones en curvas elipticas es sencillo y viene dado por
un polinomio que depende de la curva eliptica en las variables x e y que proveen
una manera sencilla de calcular las ¢ torsiones de la curva en cuestion, ya que
es posible reducir los polinomios de division a un polinomio solamente en la
variable x, y el problema de encontrar las soluciones del polinomio en cuestiéon
se reduce a encontrar los ceros de un polinomio en una variable.

De hecho los polinomios en cuestion resultan tan ttiles para el calculo de
f-torsiones, que son principalmente lo que se busca extrapolar para el calculo
de (-torsiones en curvas hiperelipticas.

Definicion: Los polinomios de divisién son polinomios en K|a, b, z,y] dados
por la siguiente recursiéon

o =10
P =1
e =2y

V3 = 3zt + 6az® + 12bx — a®
Yy = 4y (2% 4 ax? + 2002 — 5a%2? — 4abr — 8b* — @)

Vom+1 = Ymi2Vp, — om — 193

(4 2 2
. 2—Z(¢m+21f}m_1 — Y2 1)
Observacion: Sea E(K) : 2° + az + b = y* a esta curva eliptica es posible
tomar los valores de a y b en esta y usarlos para generar polinomios de division,
a estos se le llamaran polinomios de division de la curva.

7nb2m

Proposicién: Sea E(K) una curva eliptica y {¢¢}sen sus polinomios de di-
visién, entonces los ceros de ¢, en E(K) son las ¢- torsiones de la curva.[5]

Proposicién: Si n es impar entonces 1, (z,y) no depende de y y si n es
par ¥, (z,y) es de la forma ¢, (z,y) = yp(x) por ello al tomar y # 0 es posible
solo considerar las soluciones en x. Por esto en otras secciones los polinomios de
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division se describen como solo dependientes de z|[5]

Proposicién: Si E(K) es una curva eliptica y (z,y) € E(K), entonces:

A _ x_wé—l(xvy)wf-‘rl(l"y) 7/’2!(33731)
£ley) = Py i)

Con {¢y}een los polinomios de division de E(K) [5]

1.3. Logaritmo discreto

El logaritmo discreto es un problema definido en el contexto de que: Sea G
un grupo y
a,B€EGneEL tgn-a=p

Dado esto el logaritmo discreto es un problema tiene como entrada o y 3 y tiene
a n como incognita para clarificar la situacion daré un ejemplo.

Ejemplo: Sea la curva E(Fi931) : y> = 23 — 2 + 1 y considerar los puntos
(1,1) y (741,572) en este contexto el problema del logaritmo discreto consiste
en encontrar un n tal que

n-(—4,4) = (741,572)

A priori es complejo de determinar, pero ya sabiendo que n = 11 es facil de
corroborar la igualdad con cualquier calculadora que opere con curvas elipticas.

La relevancia de este problema viene del hecho de que es una buena instancia
para la criptografia debido a que es complejo de resolver, mas concretamente se
resuelve en tiempo exponencial, pero facil de corroborar, mas precisamente se
corrobora en tiempo polinomial.

1.4. Curvas Hiperelipticas

Definicion: Una curva hipereliptica sobre un cuerpo K, H(K) es una curva
en el espacio afin de la forma:

{(1‘,y) €K? tq h(‘r) = y2} U {Poo}

Con h(x) un polinomio libre de cuadrados de grado impar.

Definicién: El género de una curva hipereliptica H(K) : h(z) = y? es la

magnitud dada por g = %.

Las curvas Hiperelipticas generalizan las curvas elipticas, ya que una curva
eliptica es una curva hipereliptica de género 1, porque para cualquier polinomio
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de grado 3 es posible hacer un cambio de variable y expresar la curva de manera
efectiva de la forma 2 + ax + b = y2.

La ley de grupo en una curva hipereliptica se define de una manera mas
compleja mediante su jacobiana. Para poder definir la jacobiana de una curva
hipereliptica, es necesario definir conceptos previos.

Definicion: El grupo de divisores de una curva hipereliptica H(K), denota-
dos (Div(H(K))), es el grupo formado por la sumas formales finitas de puntos
de la curva. Para ilustrar mejor la definicién un divisor arbitrario posee la forma:

M
D= ngPy, ny € Z, Py, € H(K) U{Px}
k=1
Otra manera de definir este grupo es el grupo libre abeliano generado por
los puntos de la curva H(K).

Definicién: El grupo de los divisores de grado 0 Div°(H) es el conjunto de
todos los divisores D tales que

M
D =Y "npPy, ny € Z, P, € H(K)
k=1

Que cumplen con
M
S =0
k=1

Definicién: El anillo de funciones de una curva hipereliptica H(K) : h(z) =
y? es el anillo constituido por TI(;[%}?

Observaciéon*(1): Para fines practicos los elementos del anillo de funciones
pueden ser vistos a partir de sus representantes en K[x,y] por el hecho de que
comparten los mismos ceros en H(K).

Definicion: El cuerpo de funciones el cuerpo dado por frac( hl(i[)xfgz) con

frac refiriéndose al cuerpo de fracciones.

Definicion: Al considerar una funcion f en el cuerpo de funciones racionales
de una curva H(K) es posible construir un divisor de la siguiente manera :

M
< f>= ank(Pk — P.)
k=1

Donde P, es un cero o polo de la funcién racional f y np, es el orden del cero
o del polo en cuestion, en caso de ser un cero np, es positivo, en caso de ser un
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polo np, es negativo. Los divisores de esta forma son llamados divisores prin-
cipales (Prin(H(K))), y estos cumplen la identidad < f > + < g >=< fg >.
Por lo tanto al cumplirse que la suma de 2 divisores principales sigue siendo un
divisor principal es posible concluir que los divisores principales son un subgru-
po de los divisores de grado 0.

Definicion: Como los divisores de una curva son un grupo abeliano, lo que
implica que los divisores principales son un subgrupo normal, por ello es posible
tomar el grupo:

Div®(H(K))
Jac(H(K)) = —————=~
ae(B(K)) = B (R))

El cual se entiende como la Jacobiana de la curva H(K).

La ley de grupo en una curva Hipereliptica H(K) se entiende como la ope-
racion de grupo existente en Jac(H(K)).

Definicion: Sea D = >, ;np,(P; — Px) en Jac(H(K)) se considera el
soporte de Supp(D) como {P;};e;

Definicién: Sea D =}, ., np,(P; — Px) en Jac(H(K)) se considera el peso
de D como ), ., np,

Definicion: Tal cual como ocurre en curvas elipticas es posible considerar
el morfismo ¢(z,y) = (z, —y) y es posible extender la accién de este morfismo a
todo Jac(H(K)) considerando

i€l iel
Observacién: Notar que el opuesto del punto Q — Pso = (20, %0) — Po €n
Jac(H(K)) es 1(Q) — P~ porque al considerar la recta que pasa por Py Q la
funcién x — x¢ se puede ver que sus ceros en H(K) son Q y ¢(Q), por ende se
ve que.

—(Q = P) = 1(Q) — P

Observacion: Ya que se tiene una manera explicita de calcular —(P — Py)
para cualquier P € H(K), es posible expresar cualquier divisor en Jac(H(K') de
la siguiente forma

M
< f>= ank(Pk. — POO)
k=1

Con 0 < np,
Observacion: Dado Un divisor principal es posible relacionarlo a un ele-
mento del anillo de funciones en vez del cuerpo de funciones racionales, porque
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dada la observacion anterior, es posible ignorar funciones que posean polos en
el cuerpo de funciones racionales, que es lo mismo que considerar solo el anillo
de funciones.

Observacién: Para curvas elipticas se cumple que E(K) & Jac(E(K)) con
el isomorfismo
P— P — Py

. Al tomar 2 puntos P; y Py en Jac(E(K)) la recta que pasa por ellos es una
funcién racional por lo tanto para los 3 puntos P;, P> y P3 que pasan por aquella
recta se cumple que P; + P2+ P3 — 3P, es un divisor principal. y al considerar
la igualdad

P+ P, — 2P, = —(P;— Py)

Y por la observacion anterior y viendo la accién geométrica de la ley de grupo
en E(K) es posible concluir el isomorfismo inicialmente mencionado.

Proposicién: Si H(K) es una curva de género g en un cuerpo algebraica-
mente cerrado K entonces cualquier divisor en Jac(H(K)) de peso g < w es
posible reducirlo a un divisor de peso a lo mas g.

Demostracion: Se procedera a demostrar por induccién, primero se probara
que un divisor de peso g + 1 se puede reducir a uno de peso w < g.

Al tener un divisor D = ), ;np, P; de peso w = g + 1, se puede considerar
una interpolacién que pase por todos los puntos de D tomando en cuenta su
multiplicidad, de la forma y = p(z) con p(z) un polinomio de grado deg < g. Al
calcular la intersecciéon de esta interpolacién con la curva se ve que los puntos
en la interseccion cumplen que h(z) — p?(z) = 0 con deg(h(x) — p(x)) < 2g+1
por ello se tiene que < h(z) —p?(x) >= D+ C con C un divisor de peso w < g.
Por lo anterior D + C' es un divisor principal ,y esto permite hacer la reducciéon
D = —C lo que convierte a D en un divisor de peso w = g, comprobando el
caso base.

Al suponer que un arbitario divisor de peso w = g+ n se puede reducir a un
divisor de peso w < g, se tiene que al asumir el peso del divisor reducido como
w < g Claramente es posible reducir un divisor arbitrario de peso w = g+n+1
a un divisor de peso w < g. En caso de tener que el peso del divisor reducido
es w = g se puede ver que un divisor arbitrario de peso w = g+ n + 1 se puede
reducir un divisor de peso g + 1 y por lo dicho en el parrafo anterior, este di-
visor se puede reducir nuevamente a un divisor de peso w < g comprobando la
hipétesis de induccion.
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1.5. Representacion de Mumford

La representacion de Mumford es una forma idénea de expresar un divisor
reducido de la Jacobiana de una curva hipereliptica.

Definicién: En una curva hipereliptica de género g H(K) : h(z) = 42, la
representacion de Mumford de un divisor [7]

q
D =Y np (P~ Px)
k=1
Con

Py = (zk, yr)

Es un ideal

I =<u(z),y—v(zx) >

Tal que z es un cero de orden np, de u(z) y también se satisface la expre-
sion y, — v(zg) = 0 (tomando en cuenta multiplicidad).

Con:
u(z) monico.

deg(v(z)) < deg(u(z)) < g.
u(@)|h(x) — v(x)?.

Proposiciéon: Cada divisor en J(H(K)) posee una tnica representacion de
Mumford, donde u(z) y v(x) son de grado minimal.

Demostracién: Primero considerar un divisor arbitrario

D=3 np (P~ Px)

el

Como se vio anteriormente es posible reducir cualquier divisor en J(H(K))
a un divisor de peso w < g, de la forma:

C=> np(P - Px)

il
Escribiendo P/ = (x;,y;) es posible definir el polinomio

u(@) = [J (@ — )"

i€l
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Notar que u(x) es monico, que deg(u(x)) es el peso de C’ y que por su
construccién es Gnico.
Luego al interpolar todos los puntos P! = (x;,¥;) con una funcion y = v(x) la
cantidad de puntos interpolados para generar esta funcion son #I y por esto
deg(v(x)) = #I — 1 lo que implica que deg(v(x)) < deg(u(z)) < g.
Para corroborar la ultima condicién es util tomar la representacion de Mumford
I =< u(z),y — v(x) >, por todo lo anterior

h(z) —y*=0 (méd I)
h(z) —v*(x) =0 (méd 1)

Y esto indica que

h(z) —v*(x) =0 (méd < u(x)>)

Que es lo mismo que expresar

u(#)|h(z) — v*(z)

a

Proposicién: Se puede tener un isomorfismo J(H(K)) = CI(RF(H(K)))
mediante asociar un divisor a su representacion de Mumford.[§]

1.6. Endomorfismo de Frobenius

Retomando un poco conceptos basicos de la teoria de cuerpos finitos; sea K
un cuerpo de caracteristica p, el automorfismo de Frobenius es el isomorfismo
definido por

p: K-> K
x> P

Este fija todos los elementos del subcuerpo de K isomorfo a IF),. Para fines
de este trabajo el morfismo de Frobenius de definira de la siguiente forma; sea
IF, un cuerpo finito y sea F, su clausura, entonces el morfismo de Frobenius de
F, es el morfismo definido por:

0 :Fg = F,

z+— z?
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Este automorfismo tiene la particularidad de que fija todos los elementos de
F,.
Es posible extender la accion del Frobenius a los puntos de de una curva hiper-
eliptica H(F,) de la siguiente forma:

va(2,y) = (pq(2),0q(y)) = (2%, 4%)

Sea A(H(F,)) el conjunto de todos los endomorfismos de H(F,), este conjun-
to tiene una estructura de algebra, dada por (A(H(F,)),+,0). En esta dlgebra
cada endomorfismo 6 tiene un polinomio caracteristico pg(f) = 0. Para el conteo
de puntos resulta muy importante el polinomio p,(x), el polinomio caracteris-
tico del Frobenius.

Teorema(Hasse Weil): Sea H(F,) una curva hipereliptica de género g, en-
tonces el polinomio caracteristico del Frobenius ¢, () es de grado 2g. Y sus

raices p; vienen en pares p;piy1 = q y |pi| = /3.|7|

1.7. Resultados de algebra lineal

Para el método de calculo de /-torsiones obtenido, es necesario determinar
si una matriz rectangular posee rango incompleto, por ello no esta de méas un
repaso de conceptos relacionados al rango de matrices rectangulares .

En toda esta seccién se asumird n < m para matrices rectangulares m x n
la razén de esto es que todos los resultados son analogos para el caso m < n.

Definicion: Sea M una matriz rectangular m x n. Una submatriz N de M
, es una matriz cuadrada n x n formada por filas o columnas de M.

Proposicion: Una matriz posee rango completo si y solo alguna de las sub-
matrices posee rango completo.

Demostracion:(+):Sea N una submatriz de M, con N de rango completo.
Es posible afirmar que

rank(N) < rank(M) <n.

Con m el rango maximo para M, por el hecho de que N es de rango completo
rank(N) = n, y por lo tanto Rank(M) = n, y esto concluye con que M es de
rango completo.

(—): Tomando en cuenta que es posible entender el rango de una matriz
M como la cantidad méaxima de filas o columnas las cuales son linealmente
independientes, entonces al considerar la submatriz N de rango completo, es
decir con la mayor cantidad de filas o columnas linealmente independientes se
tendra:
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rank(N) = rank(M)
O
Por ello si M tiene rango completo, tambien lo tiene V.

Pero lo realmente relevante para este trabajo es el contrareciproco de la propo-
sicién anteriormente descrita.

Proposicién(Contra reciproco):Una matriz M no posee rango completo
si y solo si todas sus submatrices son no invertibles.

Otra manera de expresar esta idea es que una matriz M no posee rango
completo si y solo si el determinante de todas las submatrices es 0.



Capitulo 2

Introduccion

Entre muchas de las razones que vuelven el conteo de puntos algo importante
se encuentra el hecho de que permite crear buenas instancias para el logaritmo
discreto. Para que un grupo en general sea buena instancia para el logaritmo
discreto tiene que cumplir 3 caracteristicas, que la ley de grupo sea lo suficien-
temente compleja como es el caso de curvas hiperelipticas pero a su vez que sea
sencilla de calcular y también, el orden del grupo tiene que ser lo menos factori-
zable posible, idealmente de orden primo. Por ello para poder encontrar grupos
de orden primo, se toman muchas curvas aleatorias y se cuentan sus puntos,
hasta poder encontrar una curva de orden primo.

Por esto algoritmos de conteo como el de Schoof cobran mucha relevancia, ya
que poseen buenos tiempos en lo que respecta a esta materia. La relevancia del
algoritmo de Schoof es a tal punto de que muchos otros métodos en género mayor
consisten extrapolar técnicas ocupadas para este algoritmo; el problema de esto
es que para género mayor no existe un método tan sencillo para determinar las
{-torsiones de una curva eliptica como lo son los polinomios de division; Esta es
la principal motivacion de este trabajo.

2.1. Algoritmo de Schoof

El algoritmo de Schoof es un metodo de conteo de puntos en curvas elipticas
sobre cuerpos finitos ;. Este metodo sirvio de base a otros metodos de conteo
de puntos como el algoritmo de Pila o el algoritmo de Gaudry Shoost. Sirve
igualmente como motivacion para este proyecto, porque el algoritmo de Schoof
descansa en la idea de que las /-torsiones son sencillas de calcular, porque estas
vienen dadas por los ceros de los polinomios de division, algo no muy comple-
jo de calcular. Entonces esta tesis tiene como finalidad extrapolar de la mejor
manera posible la idea de los polinomios de division, para poder extrapolar las
tecnicas ocupadas en el algoritmo de Schoof.

Para empezar a hablar de mejor manera sobre el algoritmo de Schoof primero

16
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es util enunciar ciertos resultados.

Teorema:Sea H(F,) y ¢(z) el polinomio caracteristico del frobenius de la
curva en cuestion, entonces se cumple que #H(F,) = ¢(1).[7]

Y en el caso especifico de curvas elipticas se tiene el siguiente resultado:

Proposicion: Sea ¢, () el polinomio caracteristico del Frobenius de una
curva eliptica E(F,) entonces ¢(z) = 2% — 7z + q.

Demostracion: Es consecuencia directa de Hasse wWil ya que ¢, () es
un polinomio de grado 2 de la forma

P, () = (x = p1)(x — p2) = 2 = (p1 + p2)T + P12

Pero por teorema de Hasse Weil, y tomando 7 = p1 + p2

Pp,(x) = (x —p1)(x —p2) =2° — T2 +¢

Dado el polinomio anteriormente mencionado, notar que 7 es la tnica varia-
ble desconocida, por ello determinar 7 determina todo #FE(K) ya que #E(K) =
1 — 7+ q. Por esto el algoritmo de Schoof se centra unicamente en calcular 7

Para determinar efectivamente 7 se tiene una cota la cual esta dada por el
teorema de Hasse Weil.

Observacioén: Al factorizar el polinomio minimal del Frobenius ¢(z) =
(z_p1)(x — p2) se puede ver que T = p; + p2 y por el teorema de Hasse weil

IT| = |p1 + p2| < 2\/7.

Para determinar efectivamente el valor de 7 este se determina (mdéd ¢;) con
{¢;}icr una sucesion de ntiimeros primos tales que [];.; £; < 2,/ y por teorema
chino de los restos, poder determinar el valor de T en Z.

2.2. Descripcién del algoritmo

Paso 1:Seleccionar primos {¢;},c; en orden creciente hasta que se cumpla
la desigualdad

icl
Paso 2: Elegir un primo en {/; };cr, luego tomar un valor z; tal que ¥y, (x;) =

0, luego determinar un valor y,, tal que (z¢,,ye,) € E(IFy), este punto servira
como generador de E(Fy)[¢].

Paso 3: Calcular la accién del Frobenius en este punto, es decir
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o(ze;,ye) = (27,,97)
Luego calcular
2 2
@2($li ) yzz) = (.TZ ygz )
Y también calcular

q(x&' s y&) = (l‘([i ) ygl)

Observacion: Tomar en cuenta que

¢ (e, ye) — to(e, ye,) +alze,, ye,) = 0
en E(K)[{], por lo tanto es correcto decir que

Lp2 ("I;li ) /.I/Zi) - TLP(*/I;&' ) y&‘) + q('/l;li ) yli) =0 (Hléd E)

lo que desemboca en la expresion

To(xe,,ye,) = ©* (2o, ye,) + a(we,,ye,)  (m6d 0)

Paso 4: Elegir valores valores ¢t y corroborar la igualdad

to(e,ye,) = 0 (@es ye,) + q(xe,,ye,)  (m6d £)
Tomar todos los valores de t que corroboren la igualad. Estos valores cum-
pliran que
t=7 (méd ¢)

Paso 5: Repetir este procedimiento para todos los ¢ seleccionados, ya que
esto permite conocer 7 (mdd £) para todos los £ seleccionados.

Paso 6:Obtener el valor efectivo de 7 mediante los valores de 7 (méd £)
ocupando el teorema de restos chino. Esto es posible porque se eligieron los
primos {{;};cs de tal manera que:

TSQ\/(_]<H€Z

iel
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2.3. (Por qué género g < 37

A priori la técnica desarrollada sirve para género arbitrario, el problema es
su eficiencia, por ello antes de pensar en 3 < g primero hay que realizar sufi-
ciente experimentacion y refinar el método en g—3.

La razon principal por la cual g = 3 es de interés , es porque en género 2
ya existen resultados de calculo de ¢ torsiones en general, y en género 1 existen
muchisimos més. Para género 2 < g no existe virtualmente ningtn resultado

La razén principal por la cual se consideran géneros menores es porque en
esos géneros en mucho mas facil realizar los procedimientos hechos en este traba-
jo, tanto conceptualmente como mecanicamente. En género 1 todo se comprueba
mucho mas facil mecanicamente por ejemplo, pero se pierde mucha informacion
conceptual, por ejemplo la representacion de Mumford en género 1, no entre-
ga ninguna informacion ya que el divisor (zo,yo) tiene como representacion de
Mumford < & —z¢,y—1yo >, lo cual es muy sencillo, pero por ejemplo, en género
2 la representacion de Mumford de un divisor da una estructura mucho mas rica
y fructifera para obtener informacion.

2.4. Detalles en género mayor

Para poder extrapolar el algoritmo de Schoof, es necesario observar las dife-
rencias y semejanzas de las curvas de género g = 1 (Elipticas) con las curvas de
género g > 1, por ejemplo la "dimension"del espacio de divisores, cantidad de
divisores de (-torsién.

No esta de mas decir que el primer contraste es que en curvas elipticas .

Teorema:Sea F,; un cuerpo finito ,sea [y su clausura , y sea H(F,;) una
curva hipereliptica sobre I, de género g, entonces:

Jac(H(F,))[€] = Z/0Z x Z/0Z.
Y por esto trivialmente |Div(H(F,))[]| = ¢29.[9]
Corolario:Sea T, la clausura algebraica de un cuerpo finito, y sea H(F,)

una curva hipereliptica sobre F, de ge.nero arbitrario, entonces al considerar el
conjunto definido por:

Supp(Div[l]) = {P € H(F,) tqg P € Supp(D) con D € Jac(H(F,)[(]}
Tiene dimension 0 (como variedad algebraica).[12]

Para simplificar la lectura no esta de mas aclarar que este es el conjunto de
todos los puntos que se encuentran en el soporte de los divisores de ¢-torsion.
El corolario en cuestion se prueba directamente a partir del hecho de que
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Div(H(F,)) es finito.

Observacién: Primero, es trivial que Ps, € Jac(H(F,))[]. Por lo tanto el
método en cuestiéon puede enfocarse en los £29 — 1 Divisores restantes. Tomando
en cuenta que los divisores de ¢-Torsion conforman un grupo abeliano, se puede
deducir que son estables bajo el automorfismo de inversiéon ¢. También notar
que al obtener un divisor D se puede obtener rapidamente ¢(D), por ello un
método que obtenga M (El conjunto mencionado anteriormente
cocientado por la accién de ¢) es suficiente. Como ¢ es una involucion y acttia
no trivialmente en Div(H(F,))[¢] — {Px} es posible deducir que

Jac(H(F))[(] — {Px}, (% —1
| L = 2

Cuando ¢ es impar. En el caso de que ¢ sea par ¢ fija las 2 torsiones, y estas
estan determinadas por los ceros de h(x), y como h(z) no tiene raices repetidas,
para el caso par la situacion se describe asi:

Jac(H(F,))[]] — {Poo}| _ 9 -1-(29+1)
L 2

Cuando £ es par.

Observacion: En los polinomios de division es posible ejemplificar esto, ya
que deg(e(x)) = ZZT_l esto se debe principalmente a que P, no es interpretado
como solucion de ¢(x) y también ¢y () solo toma soluciones en 2y como los
valores de z son iguales para P y ((P) el polinomio de divisién contempla como

solucion solamente a uno de ellos
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Calculo de /-torsiones.

Esta seccién tiene como finalidad describir en detalle el resultado obtenido.
Este procedimiento lo que pretende es que al tener una curva hipereliptica sobre
un cuerpo H(K), obtener un generador de los divisores de ¢-torsiones para luego
obtener el grupo completo de /-torsiones.

A grandes rasgos el método para encontrar las ¢ -torsiones descansa en la
idea de que un divisor sea de (-torsion es equivalente a que ciertas funciones re-
lacionadas al divisor en cuestién cumplan ciertas condiciones, estas condiciones
entregan un sistema que a priori es no lineal. Para poder verificar de manera
sencilla que el sistema descrito anteriormente cumple con los requisitos mencio-
nados, se procede a traducirlos a que una cierta matriz no tenga rango completo,
lo que decanta en otro sistema no lineal, pero mas sencillo que el anterior.

3.1. Hipotesis y restricciones

Para todos los cuerpos K en cuestion se asumiran algebraicamente cerrados
de la forma F,, e caracteristica 2g + 1 < char(K), idealmente char(K) lo mas
grande posible. No esta de més decir que la mayoria de los resultados descritos
son para cuerpos algebraicamente cerrados de cualquier tipo.

Las curvas en cuestion seran hiperelipticas H(K) : h(z) = y? de género g, y
h(z) un polinomio fijo pero arbitrario en K|x].

Los divisores por calcular estas sujetos a ciertas restricciones, estas son:

= D es de peso g.
= D no tiene puntos repetidos.

= D el soporte de D no contiene ningin punto de la forma (x,0).

21
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% es el operador de derivada formal e implicita sobre x es decir, actiia con

mn

las mismas reglas de las derivadas en polinomios, y y = y"™ para n ar-

drx

bitrario es una expresion implicita; que un principio es interpretada como una
variable extra en el sistema y que luego es simplificada.

Los conjunto de variables que se operan a lo largo de las secciones son:
I:= {ao,al, ....... ,bo,bl, ..... ,flf,y}
=T U {y™}henee
o= A{x,y, 9,y P}
Iy = (z,y) U {hn}o<nzg
Ao = {unt1<ncg U{vnti<ngg-1UTh

Ay = {un}o<n<g—1 U {vntocn<g—1 U {hntocn<ag—1
Ay = {un}0§n§9—1 U {Un}1§n§9—1

3.2. Deduccion del sistema

Sea H una curva hipereliptica y sea Jac(H(K)) su jacobiana. Como se aclaro
anteriormente lo buscado son divisores de ¢-torsiones en la jacobiana de la curva,
es decir, divisores que cumplen con ¢ - D = 0, lo que por definicién implica la
existencia de una funciéon F en el anillo de funciones de H(K) de la curva tal
que los puntos en el soporte de D sean ceros de orden ¢ de f.

Tomando en cuenta la observacion *(1) F puede ser visto como su repre-
sentante en K[z,y] el cual es de la forma f(z,y) = A(z) + yB(z). F tiene los
mismos ceros que f(z,y) considerando multiplicidad. Entonces rescatando lo
mencionado en el parrafo anterior, que D sea un divisor de /-torsion tiene como
consecuencia directa que existe una funcion f(z,y) en K[z,y] tal que sus ceros
son de orden /.

Esta condiciéon es posible de verificar mediante las derivadas formales e im-
plicitas de f de la siguiente forma:

flz,y) =0
d
2

d—f(x,y) =0

dx?
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dl—l
Wf(ﬂ%y) =0

Este sistema de ecuaciones polinomiales sera llamado S y tiene variables en

I

3.3. Intersecciones de f(z,y) =0 con H(K)

Notar que determinar los puntos donde F(x,y) = 0 en H(K), es exactamente
lo mismo que calcular la interseccion de la expresion f(z,y) = 0 con y? = h(x).

Proposicién: Existe un polinomio N (z) tal que si f(zo,yo) = 0y h(zo) = y2
entonces N(zg) = 0, y también si N(zg) = 0, entonces existe un valor yo, tal
que f(z0,y0) =0y h(zo) = -

Demostracion:(—:)Para poder encontrar este polinomio se impondréa que
f(z0,90) = 0y que y2 = h(xo). Tomando en cuenta que f(z,y) = A(z)+yB(z):

Az(l‘o) _ 2
B2(x) O
ya = h(xg).

Y sustituyendo 42 en cualquiera de las 2 ecuaciones, se puede ver que se cumple
la, condicion:

A2({L‘0) — h(l‘o)B2(.’B0) =0.

(«-):Por otro lado si se tiene un polinomio N (z) tal que:
N(z0) = A%*(20) — h(20)B?*(10) =0

Entonces manipulando la expresion

_ Alxo) o
v al definir o = —% se puede verificar que
h(zo) = yg

Finalmente por consecuencia de como se defini6 gy se cumple que

A(zo) +yBlag) = 0
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Por lo descrito en esta proposicion N(z) = A%(z) — h(z)B?(z) caracteriza
efectivamente la interseccion de las 2 expresiones mencionadas
Al imponer que la intersecciéon es de orden ¢ se observa que

N(z) = A%(z) — h(z)B?(z) = u'(z).
Como deg(u) = g. Se tiene que
deg(N(x)) = Maz{deg(A*(x), h(z) B*(z)} = deg(u").
Max{2deg(A(z)), deg(h(x)) + 2deg(B(z))} = {Lg.
Como H es una curva de género, por definicion deg(h(z)) = 2g + 1.
Max{2deg(A(x)),29 + 1 + 2deg(B(x))} = 4g.
y por esto .
deg(A(r) <

deg(B(z)) < WT(/_I

Notar que dependiendo de si £g es par o impar se pueden hacer céalculos méas
exactos sobre esta cota, los grados relevantes para este trabajo son 1,2,3 asi
que haremos hincapié en lo que ocurre en esos contextos.

En las siguientes tablas se puede ver que ocurre en los distintos contextos.

g=1 { es par £ es impar
deg(4) = : I
deg(B) = 52 5

En esta table se puede ver el maximo grado que se puede suponer para
Ay B en género 1

g=2 { es par { es impar
deg(A) = L 14
deg(B) = £—3 {—3

Notar que en g = 2 el valor de deg(A) y deg(B) no varia tomando ¢ par o
impar, esto se puede

g=3 ¢ es par ¢ es impar
deg(4) = ki oz
deg(B) = 4 R

Observacién: Es posible suponer a A(z) y B(z) de grado méximo, porque
siempre es posible igualar los coeficientes lideres a 0, por lo tanto al decir deg(A)
o deg(B) se tomaran en cuenta sus grados maximos

Observacion: deg(A) + deg(B) < £ — g — 1 para los géneros descritos
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3.4. Linealizacion del sistema

Como se aclaro al principio de este capitulo, un divisor de ¢-torsion de origen
al sistema S en el conjunto de variables I'f

fla,y) =0

d
ol @y) =0

d2
@f(%y) =0

ar-r
W.f(w,y) =0

Para poder llevar esta expresion a términos mas sencillos, es tutil expresar
este sistema polinomial como sistema lineal, para esto es necesario hacer la si-
guientes observaciones.

Observacion: Es posible expresar un polinomio como producto de vectores
de la siguiente forma:

ko
k1
m
p(z) = chx = [o02® o' . omx™]
n=0
_km_

Con kj :c_]
o

J
En varias variables es posible describir la misma situacion:

m
p(z1,@2,...) = Z AaXn (#1522, ) = [Xo(21,22,00) X1 (21,22, 000) e Xm (21, T2, ...

n=0

Al darse esta situacion se dira que p(zg,x1,...) depende linealmente del vec-

tor ()\0, )\1, ..... ,)\m)
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Ejemplo:
Para poder expresar mejor a que se quiere llegar con estas observaciones,
veremos un ejemplo de que sucede con f(z,y)

f(mv y) = A(l‘) + yB(:E) = Z anx"™ + Z bnyxn
n=0 n=0

Qo
€51

=[20 2t o™ oya® oyt L oya™] G

b1

Bm

Observacion: Al tener un vector formado por polinomios:

[po (21, w3, ....)
pi(z1,22,....)

pi(®y, T2, ....)

Todos estos polinomio dependen linealmente de de un mismo vector (Ao, A1, ..., Ag)
de la forma
o]
A1
m
pi(Il,LL‘g,....) = Z)\,,in77l(fl71,1172,.....) = [Xi,o(xl,{rg,....) Xi71($1,$2,....) ..... Xi7m(931,x2,....)}
n=0
_A’"L_

Por ello, este vector de polinomios se puede expresar como
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A (po(z1, T2, ...
XO,O($17$2:----) XO,1($17$27----) ..... Xo,m(l‘l,l'g,....) )\(1) g?gxivxzv;
X1,0(331,3327--~) X1,1(331,3327--~) ----- X17m(9€1,$2»--~) e
Xe.0(z1, %2, ....)  Xei(z1,@2,..0) Xem(21, T2, ....) /\' (o ;52 )

L \m L ) st

Retomando el resultado inicial, es posible expresar el sistema dado por las
derivadas implicitas como un sistema lineal:

flzyy) 7 0]
(@) 0
() 0

| f,y) O]

Analizando las dependencias lineales de todos los polinomios en cuestion se
puede escribir el siguiente sistema lineal

Qg
(851
Qa9
1 z 22 ... xdeg(A) y yx yades(B)
0 1 2z mqztes(A)—1 v yr+y ... yz®9B) pmyygdes(B)-1
A Deg(.
. . . teee . . . tees . /6)0
-2 (o _ . ¢ B
0 0 0 ... [T_o(deg(A)—n)zleaB)=(=2) (=1 o (gp)y L ygdes(B) .
_ﬁDeg(l
Ahora para simplificar la ecuacién sera necesario declarar variables, Mg sera
la matriz en cuestién y ¢ sera el vector en la que esta matriz esta actuando.
ObservaciénConsiderando las filas de Mg y llaméandolas {L,, }o<p<m, mas
especificamente:
0 ... 0 Kno EniZ oo Bpm @™ Mmooz, y,y,.0) Nnyms (T Y, Y o)

L, = |—~—

n veces
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. . . / . .

Con k;; constantes en K, y n;; polinomios en K[I']. Es posible aplicar
eliminacion Gaussiana y simplificar la matriz en cuestion mediante la siguiente
recursion

Ly
*
Ro,¢
i—n
L: — Ln _ Z x Riji—n L;k
Fn,0 n<i<t Fn,0
Luego es posible escribir la matriz
]
L
L
Mip= |~
Ly

Observacion: La matriz M; se puede dividir en 3 bloques de la forma

1 0 ... 0] [Boo(z) ... Oomi—c(x)| [©00(z,y,Y,...) oo Oy (z,y, Yy, ...0)
01 .. 0 . . . .
0 0 .. 1| |6oe(x) oo Opmy—e(@)| |Oo0p(z,y,vs...) oo Ormy(x,y,Yy,..)

Donde el primer bloque es la identidad, ¢;; depende unicamente de z, y
O(z,y,y, .....) depende de todo I'}.

3.5. Derivadas implicitas respecto a = de y

Para reducir el numero de variables del sistema lineal obtenido, es ttil ex-
presar las derivadas implicitas de y.

Proposicién: En la curva hipereliptica H(K) : h(z) = y* Es posible expre-
sar (™) en funcion de z e y de forma recursiva con la siguiente recursion

(n) _ yra(z)
anpn (.’II)

Con
rnt1(z) = 2rp (2)h(z) — (2n — DI (2)70(2)

ri(z) = h'(z)
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Demostraciéon:Para probar este hecho se procederéa por induccion: Primero
se vera que ocurre para n = 1. Es claro que.

2yy’ = W ().
Manipulando esta expresion.
,_ W)
by ==
Y
;o yh'(x)
o2
Y ya que todo esto se cumple dentro de la curva hipereliptica.
J = yh'(x)
2h(z) "

Lo cual prueba la recursiéon dada para n = 1 Ahora suponiendo que la recursion
es cierta para n.
(n) _ yra ()

- 2nhn(x)”
Ya que esta expresion se encuentra en una curva hipereliptica es posible hacer
la siguiente simplificacion

Y

(n) _ yro(z) _ ra(2)
y - 2n1/2n - 2n,l/2n—l'

(n) _ yra () - ()
Yy - 2ny2n - 2ny2n—1'

Ahora, al tomar la derivada implicita de esta expresion

(nt1) _ L @)yt — (2n — D (2)y'y* 2

Y

2n (y2n—1)2
1 ()l — (20 — 1)7“”(;5)%13/%—2
B 2_77 (an—l)Q
1 2 (2)y2" =L — (20 — D)y () (2)y2" Lty =2
2n 2(y2n—1)2

1 2r! (2)y? — (2n — V)rp(2)W ()
~on 2y2nt1

_ 1 2r@h(z) = @n = Dra(@)R'(2)
2n 2y2n+1

(1D Tnt1(z)

- 2n+1y2n+1
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Con esto se prueba la recursion para n + 1 suponiendo que se cumple para
n, por ello se concluye la demostraciéon por inducciéon

O

Ahora si se reemplazan esos valores en My la matriz generada sera M, y
en M. Las matrices resultantes toman solo valores en MI]

3.6. Modificacion del sistema lineal via represen-
tacion de Mumford

Tomando en cuenta lo dicho en la seccién 3,1, los divisores considerados
tienen la forma

g
D = Z np, Pk.
k=1
Luego es posible considerar su representacion de Mumford.
I=<u(z),y—v(z)>.

Con deg(u(x)) = gy deg(v(z)) = g — 1. Por ello u = 37 _ju,a™. y v(x) =

g—1 n —
e UnT". con u, = 1.

Dado que los puntos que anulan la representacion de Mumford el soporte del
divisor, es posible escribir un nuevo sistema en Ag

flz,y) =0 (mdd I)

%f(x,y) =0 (mod 1)

d2

@f(:c,y) =0 (mdéd 1)

dé—l
Wf(x,y) =0 (méd I)

Lo que tiene como consecuencia directa que:

Mpé=0 (méd I)
Y luego de reemplazar las derivadas implicitas de y:
Mye=0 (méd I)

Al expresar M,¢ =0 (méd I), se puede ver de la forma
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C o ]
n n
Z1gngg—1x Wn,0,0  eeeeee Zlfngg—lx Wn,0,6+1—g
Qdeg(A) | _
Bo
n,, n
Z1§n§g_1x Wn,€,0  eeeeees Z1§n§g—1l Wn,0,6+1—g
[ Beg(B) |

Con wy, ; ; polinomios en K[A]

A raiz de esto se puede tener otra expresion lineal descrita en la siguiente
pagina



CAPITULO 3. CALCULO DE ¢-TORSIONES. 32

Qo
Qdeg(A)
Bo
w0,0,0 -+ W0,0,deg(A)+deg(B)+2 .
. ﬁDey(B)
(6731
wWo,6,0 - W0,¢,deg(A)+deg(B)+2
wW1,0,0 -+ W1,0,deg(A)+deg(B)+2
Qdeg(A)T
Box
. : =0
W1,.6,0 .- wl,l,deg(A)+deg(B)+2
Bmox
Wg—1,0,0 -+ Wg—1,0,deg(A)+deg(B)+2
opxI ™!
Wg—1,6,0 - Wg—1.0 deg(A)+deg(B)+1/ |
o x9~1
deg(A)
BozI ™t
-1
| Baeg(mya? ™" |

A la matriz en cuestion se le dira Wy y al vector en cuestion se le diré 7.

Observacién central: El hecho de que el sistema S tenga soluciéon en I es
equivalente a que exista un vector v cualquiera tal que W,7¥ = 0 y esto a su vez
resulta equivalente a que ker(Wy) # {0}. Y todo esto resulta equivalente a que
Wy no es de rango completo.

Es posible ilustrar todas las equivalencias dadas en esta observaciéon de la
siguiente forma:
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S Tiene solucion en I' <= 37 € K (2)%9A)+de9(B)_10} tq Woy =0 <= ker(W,) # {0}

<= Wy No posee rango completo

Esta observacion resulta central por el hecho de que reduce el calcular la
solucién de un sistema de ecuaciones polinomiales, encontrar una condicién que
diga en que contexto W, tiene rango completo, que es un problema de algebra
lineal.

Observacion:Es posible hacer el mismo proceso con M; y generar una ma-
triz llamada Wh:

[ /1 .. 0 pooo - p070,deg(A)'+deg(B)—l |
0 ... 1 ﬂo:z,o pO,Z,deg(A)'+deg(B)—l
0 ... 0 proo - pl,O,deg(A).+deg(B)—l
0 ... 0 pl:E,O pl,é,deg(A)'-&-deg(B)f[
0 o pPg-1,00 - pg—lﬁ,deg(.ﬁﬂ)«l»deg(B)—Z
6 0 pg—.l,é,O pg—l,f,deg(f;)+deg(B)—£

Con p; j i, polinomios en K[)\;] esta matriz cumple con la identidad

rank(Wh) = rank(Wy)

Observacion: Sea la matriz W, la matriz de la forma
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Pl,'o,o pl,O,deg(A)'+deg(B)—é
/)1,'1,0 /)172.,deg(A)+deg(B)—l
Pg—1,0,0 .-+ pg—.l,O,deg(zil)+deg(B)—l
Pg—1,,0 -+ Pg—1.4,deg(A)+deg(B)—~

Esta matriz si tiene rango incompleto, entonces el rango de W, también es
incompleto. Entonces es posible escribir la equivalencia:

S Tiene soluciones en I'yy <= Wy No posee rango completo

Como los valores de {h;}o<i<24—1 estan fijos al dar la curva, entonces los
valores en Ay que hacen que W no tenga rango completo, son aquellos que dan
origen a los divisores de orden ¢ de H(K).

Para ver que valores en As hacen que W, no tenga rango completo, es ne-
cesario calcular los subdeterminantes de W, e igualarlos a 0, eso genera otro

sistema de ecuaciones polinomiales que contiene ((lf(lg)(_glll)) ecuaciones y 2¢g

variables

3.7. Ejemplos

Ejemplo 1:
Para g =1y ¢ = 3 la situacion es asi:

El divisor P = (z,y) es un cero de orden 3 de la funcién f(z,y) = A(z) +
yB(z) con deg(A(z)) =1y deg(B(z)) = 0, entonces se tiene el sistema S dado
por derivadas implicitas de la siguiente forma:

ap +a1xo + Yobo =0
0-0—0414—2/;3():0
0+0+y"6o=0

Luego es posible escribir el sistema lineal



CAPITULO 3. CALCULO DE ¢-TORSIONES. 35

1 z vy o)
0 1 | |aa]l =0
0 0 v [A

Ahora reemplazando los valores de 3™ dados por la recursion se tiene que

la matriz en cuestion es

Y
y(3z%4a)
z3+az—+b
. 121(9:3 +az+b)— (312+a)2
Y (x3+ax+b)?

S O =
(=

1 =z y2
y(3z°+a)

01 x3+ar+b

0 0 3z*4+6ax®+12br—a”
(z3+ax+b)?

Observar que 3z + 6ax? + 12bx — a? = 1)3(x) para simplificar la matriz aun
més y terminar con una matriz de la forma

1 z %
(32" +a)
0 1 g;sfaz ab

Ys(z
0 0 yerrarror
Ahora aplicar representaciéon de Mumford no tiene mucho sentido ya que
en la representacion de Mumford = = ug v y = vg, lo que en esencia significa

que se mantendrian las mismas variables. Por ello en este contexto se procede
a corroborar si Mg no tiene rango completo directamente. Para esto se puede

calcular el determinante de M, e igualarlo a 0.

det(Mp) =0

Ps(x)
(z3 + azx + b)?

yY3(z) =0

Y como se supuso en un inicio que y # 0 se puede concluir que todos los
puntos que son de 3 torsion son los que en x cumplen que yyz(x) = 0.

Ejemplo 2:
Para g =2 y £ = 3 la situacion es asi:

Se tiene que el divisor D = P} + P, es de orden £ de f(z,y) por lo tanto en
el sistema S, deg(A(z)) = 3 y deg(B(x)) = 0.Por lo tanto el sistema S se puede

escribir de la forma:
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Qo 4+ oz + anr? + azx® + Boy
04 a1 + a2z + as3z3 + Boy’
0+ 0+ a2z + az3z® + Boy”' =0

Luego el sistema lineal en cuestion es:

2 6z y'| |as

1 z 22 23 y
4 .2 -
0 1 2z 3332 y533 +32h;2(;-)2h21+h1
0 0 2 6 (2Ox3+6h3X+2h2)(z5+h3x3+h2z2+h1x+h0—(5m4+3m2h3+2h2x+h1)2)
Ty 172 (2)

La expresion de los términos en la ultima columna es muy compleja, asi que
se expresaran como ((z, hg, h1, ha, h3) dejando la matriz de la forma:

1 x 22 23 Y
0 1 2z 322 yCi(x,hg,hi,ha,hs)
0 0 2 6z yll(z, ho,hi,he,hs)

Ahora considerando el cociente por la representacion de Mumford:

1 2 —wz—uo (u?—up)r+uiug vz + o
0 1 2x 3uir — 3U0 (’U1CC+Uo)Ql(CII,uO,ul,ho,hl,hg,hg)
0 0 2 6x ('Ull’+Uo)QQ(I,uO,Ul,ho,hl,hz,hg)

Luego separando la matriz en los valores de 2 y tomando los coeficientes de

1 0 —Up UIUQ Vo

0 1 0 —3up woi(ug,ut,vo,v1,ho.h1,hs, hs

00 2 0 woz2(uo,u1,v0,v1, ho, ha, ha, hs)
0 1 —u (u?—up) vy
0 0 2 3’1L1 w1,1 (’Uyo, Uy, V1,09, ho, h,l, }1/2, }1/3)
0 0 0 6 OJz’l(QJ‘,Uo,ul,ho,hl,hz,h3)

y juntando los términos de esta matriz se puede formar Wjy:
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1 0 —Uo U1UQ Vo

01 0 —3ug wo,1(uo, U1, v0,v1, ho, b, ha, ha
0 0 2 0 UJO’Q(’U/O, U1, V9,01, h/o, h,l, }1/2, }1/3)
0 1 —up (u?—up) vy

0 0 2 3u1 wl’l(UO,’ul,’Ul,’Uz,ho,hl,hz,hg)
0 0 0 6 WQﬁl(uO,ul,ho,hl,hg,hg)

Y por la observacion central, esta es la matriz que se debe corroborar si tiene
rango completo, para hacer esto es necesario calcular Wy, que es My (méd I)

0 0 a® y—ayGi(e,ho,hi,ha,hs) = 3a°yCa(w, ho, b, ha, hs)
10 —3z2? ycl($>h07h17h2»h3) —2I'yC2(l',ho,h1,h2,h3)
0 1 3x %ygg(l‘,ho,hl,hg,hg)

o O =

Luego al considerar el cociente por la representacion de Mumford

1 0 0 (u?—wug)x+uug ez, uo,u1,vo,v1,ho,ha,h3)
0 10 3u1x + 3ug €2(x, ug, w1, vo, v1, ho, ha, hs)
0 01 3z e1(x, ug, ur, vo, v1, ko, ha, ha)

Luego hacer el mismo proceso de separar la matriz por los valores en x

1 0 0 wug do,1(uo,u1,v0,v1,ho, ha,h3)
0 1 0 3Bug  do2(uo,u1,v0,v1,ho, ha, hs3)
0 0 1 0 5() 3(u U1, Vo, ’U1,h0 hg,hg)
0 0 0 ’IL2 — Ug 51 1(110,7L1,’(0,7)1,h0,h2, )
0 0 0 3U1 62 1(U, ui, Vo, Ul,ho hg,hg)
0 0O 3 93,1 (g, 11,0, v1, ho, ha, hs)

Como el primer bloque posee rango completo, es necesario imponer que el
segundo bloque no posea rango completo , obteniendo los 3 determinantes de
las submatrices

2
u~ — U 51’1(UQ,U1,’UQ,’U1,h(),hg,hf})
3uy 2,1 (uo, u1,v0, V1, ho, he, hs)
3 93,1 (o, u1,v0,v1, ho, he, h3)

Esta es finalmente la matriz Mo, y por lo observado en la seccién anterior,
los valores de As que hacen que todos los subdeterminantes de My sean distintos
de 0, son aquellos que dan origen a la representaciéon de Mumford de los divisores
de 3 torsion



Capitulo 4

Trabajos futuros y
conclusiones

En esta secciéon se describiran desafios que aun no se han resuelto relacio-
nados a este trabajo, muchos de estos desafios pueden ser visto con la 6ptica
de diversas disciplinas, por esto esta seccién puede verse como una invitaciéon a
cooperar de manera interdisciplinaria.

Como se dijo antes, una de las finalidades de este trabajo era extrapolar la
idea de los polinomios de divisiéon para curvas hiperelipticas, porque las solucio-
nes de estos pueden ser rapidamente determinadas, pero esto tiene limitantes
ineherentes que seran detalladas en la subseccion siguiente.

4.1. Limitantes inherentes al problema

Al trabajar en una curva hipereliptica de género g y buscar los divisores
de peso g que son de ¢-torsion, la representacion de Mumford de estos diviso-
res posee 2g variables, pero las ¢-torsiones son de dimensién 0 como variedad
algebraica, lo que implica que aun en el caso de que se puedan ignorar g varia-
bles (aquellas que provienen de v(z)), seria necesario minimo un sistema de g
variables y por lo tanto de g ecuaciones. Todo esto implica que la idea de los
polinomios de divisién no se puede extrapolar completamente, ya que 1 variable
v 1 ecuacién es una realidad que al parecer solo se puede dar en género 1, o al
menos con la logica que se esta trabajando actualmente

4.2. Problemas por resolver

4.2.1. Ecuaciones y variables en el sistema

Al resolver un sistema de ecuaciones polinomiales, la complejidad del pro-
blema depende, en su mayoria, de la cantidad de variables y de ecuaciones que

38
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estén en juego. Por ello muchos de los esfuerzos futuros estaran dirigidos a re-
ducir la cantidad de ecuaciones y variables, aunque nos veamos sujetos a las
limitaciones descritas anteriormente.

La cantidad de ecuaciones dependen de ¢ : Este significa un problema
va que al aumentar el valor de ¢. La posible solucion a esto es que para cada
género, la cantidad de ecuaciones sea fija. Una manera de llegar a esto es que
dentro del sistema se puedan reconocer las dependencias de ciertas ecuaciones,
y ver cuales "sobran". Otra manera es, encontrar una manera mas eficiente de
determinar el rango de estas matrices en especifico que no sea calcular cada uno
de los subdeterminantes de la matriz.

Cantidad de variables: Como se dijo antes, actualmente el sistema a deter-
minar posee 2¢g variables, cuando en teoria podria ser un sistema de g variables.

Optimizaciones computacionales: Més alla de de simplificar el proceso
a nivel matemaético, es posible adaptar las operaciones matemaéticas para que
sean mas eficientes al trabajarlas computacionalmente, por ejemplo se pueden
realizar esfuerzos para obtener determinantes de manera mas eficiente .

4.2.2. Bases de Groebner

Uno de los principales problemas por resolver en este trabajo fue lidiar con
las bases de Groebner, de hecho, uno de los objetivos era simplificar el calculo
de las /-torsiones al punto de ocupar lo menos posible bases de Groebner, en
otras palabras, terminar con un sistema de ecuaciones polinomiales lo mas sim-
ple posible, o en su defecto, terminar con un sistema lineal que se pueda resolver
con métodos no tan especificos. Los problemas principales en el uso de las bases
de Groebner son los siguientes:

Mucha generalidad: Como las bases de Groebner estan pensadas para la
resoluciéon de cualquier sistema polinomial, por el hecho de ser muy generales
recurren a métodos poco eficientes, pero ttiles en cualquier caso.

Dificultad de determinar su complejidad asintética: Las bases de
Groebner poseen en general una complejidad asintética exponencial, pero en
casos muy especificos su complejidad se reduce mucho, el problema es que es
dificil determinar hasta que punto se reduce.

El hecho de que sea dificil determinar la complejidad asintética complica
mucho las cosas, porque fuera de resultados experimentales es dificil tener una
idea de cuanto podria demorar el calculo de las (-torsiones para ciertos /.
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4.3. Conclusiones

En conclusiéon el método provee una forma para calcular efectivamente la ¢-
torsién en género arbitrario, a partir de un sistema de 2¢g variables y ( ( zf(f)zglln)
ecuaciones dadas por los determinantes de una matriz determinada. Como fue
mencionado en la secciéon anterior en lo que respecta a variables y ecuaciones

aun se pueden realizar optimizaciones.

En cuanto a los programas escritos aun no logramos los tiempos deseados
en género g = 3, pero el método viene bien encaminado. Uno de los objetivos
iniciales de esta idea era poder reducir el problema de calcular divisores de (-
torsion algo que a priori es tedrico y complejo un problema algoritmico como lo
es calcular determinantes de una matriz.

En resumen es posible concluir que siguiendo todo lo propuesto en los tra-
bajos futuros, como lo es optimizar la solucién del sistema (optimizar el proceso
donde se utilizan bases de Groebner), reduciendo la cantidad de variables des-
critas en el sistema, idealmente al punto de que la cantidad de ecuaciones no
dependa de ¢, y optimizando computacionalmente el método, seria posible ob-
tener algo aplicable para el conteo de puntos en curvas de género g = 3,
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