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Resumen

Las ondas gravitacionales surgen como soluciones de las ecuaciones de Eins-
tein en el vacio cuando estas se estudian en la aproximacién lineal alrededor de
la métrica de Minkowski. En este régimen, la gravedad puede interpretarse como
una pequena perturbacion del espacio-tiempo. El objetivo de esta tesis es pre-
sentar un estudio formal y autocontenido de las ondas gravitacionales, partiendo
desde la linealizacion de la relatividad general y culminando con su aplicacion
a un sistema binario. Para ello, se desarrollan los preliminares geométricos ne-
cesarios, se estudia la libertad de gauge de la perturbaciéon métrica, se analiza
el efecto de las ondas gravitacionales sobre particulas de prueba y se obtiene la
formula cuadrupolar para la radiaciéon emitida por una fuente compacta. Final-
mente, aplicamos los resultados obtenidos a un sistema binario.

Palabras clave: [ondas gravitacionales, relatividad general, gauge, campo
débil]
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Abstract

Gravitational waves arise as solutions to the vacuum Einstein equations when
studied in the linear approximation around the Minkowski metric. In this regime,
gravity can be interpreted as a small perturbation of spacetime. The objective
of this thesis is to present a formal and self-contained study of gravitational
waves, starting from the linearization of general relativity and culminating in
its application to a binary system. For this, we develop the necessary geometric
preliminaries, we study the gauge freedom of the metric perturbation, the effect
of the gravitational wave on test particles and we derive the quadrupole formula
for the radiation emitted by a compact source. Finally, we apply these results to
a binary system.

Keywords: [gravitational waves, general relativity, gauge, weak field|
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Introduccion

En 1915, Albert Einstein publicé las ecuaciones de campo de la relatividad

general, . -
T
RMV — ERg’uV = 7TMV'
Ellas proporcionan una nueva teoria de la gravedad, dejando atras la concepcion
de la gravedad como una fuerza y entendiéndola como una manifestacién de la
curvatura del espacio-tiempo. Estas ecuaciones son altamente no lineales y en
consecuencia encontrar una solucién analitica de ellas, para Einstein, parecia

una tarea imposible.

La no linealidad de las ecuaciones de Einstein se hace explicita al escribir el
tensor de Ricci en coordenadas:

RMV = a/\FAMV - aVFAID\ + FAMVFU)\U - FAMUFUV)\’

donde

e, = ;g”" (ﬁugw + v — c%g#,,).

En particular, ademés de términos con segundas derivadas de la métrica, apa-
recen términos cuadraticos en los simbolos de Christoffel (por ende, cuadraticos
en primeras derivadas de la métrica). Ademds, también esté presente la inversa
g"” en los simbolos de Christoffel, cuya dependencia respecto de g, no es lineal.
Por esto, la ecuacién de campo constituye un sistema no lineal de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden para la métrica g, .

Esto condujo a Einstein, un afio mas tarde, a linealizar sus ecuaciones de
campo. Encontré que las ecuaciones linealizadas daban lugar a soluciones tipo
onda; estas ondas eran transversales que viajaban a la velocidad de la luz. En su
deduccién, se entendia que la amplitud de estas ondas serian extremadamente
pequenas y requeririan de un evento de muy altas energias para que pudieran
manifestarse. La imposibilidad de la época para detectar tales ondas debido a su
baja intensidad y a la manera en que Einstein dedujo su existencia produjo que
la comunidad cientifica fuera escéptica de ellas.

El objetivo central de esta tesis es presentar un estudio formal y autocontenido
de las ondas gravitacionales, partiendo desde la linealizacion de la relatividad
general, hasta llegar a aplicar los resultados obtenidos a un sistema binario.



Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se pre-
sentan los elementos de geometria diferencial y relatividad general necesarios.
En el Capitulo 2 se introduce la aproximacion de campo débil y se linealizan las
ecuaciones de Einstein alrededor de la métrica de Minkowski. En el Capitulo 3
se estudia la libertad de gauge, se impone el gauge de Lorentz y se discute la
obtencion del gauge TT, identificando los grados de libertad fisicos de la onda.
En el Capitulo 4 se analiza el efecto de una onda gravitacional sobre particulas
de prueba mediante desviacion geodésica, estableciendo el puente entre la teoria
y la senal medida en un interferémetro. En el Capitulo 5 se aborda la generacion
de radiacién gravitacional, se construye la solucion retardada en la zona lejana y
se obtiene la dependencia cuadrupolar del campo radiativo, ademas de discutir el
flujo de energia asociado. Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan aplicaciones
a sistemas binarios.



Capitulo 1

Preliminares

La relatividad general no describe la gravitaciéon como una fuerza en el sen-
tido clasico, sino como una propiedad geométrica del espacio-tiempo. Esta rein-
terpretacién obliga a reemplazar el lenguaje habitual del calculo en R™ por un
formalismo mas general, capaz de dar sentido a derivadas, longitudes, trayecto-
rias y curvatura en variedades diferenciables. En este contexto, los preliminares
que siguen tienen por objeto introducir las herramientas matematicas necesarias
para formular esta teoria y para el posterior estudio de las ondas gravitacionales.

1.1. Geometria Diferencial

Las definiciones usadas en esta seccién fueron obtenidas de [DC92], [Leel3]

y [Wal84].

1.1.1. Variedades Diferenciales

Definiciéon 1.1 (Variedad diferenciable). Un espacio topolégico M es una va-
riedad diferenciable de dimension n si es Hausdorff, segundo contable y existe
una familia de parejas (U,, ¢, ), llamadas cartas, donde U, C M es abierto,
UaUs =M y

Vo Uy = 0a(Uy) CR"

es un homeomorfismo, tal que la aplicacién de cambio de coordenadas

0500 9a(Us NUs) = 03Uy N Up)

son difeomorfismos.

Ejemplo 1.1. Veamos la esfera S? C R? como una variedad diferenciable via



proyeccion estereografica. Sea
S? = {(x,y,z) ER®: 2 4¢P + 22 = 1},

la esfera unitaria de dimensiéon 2. Consideremos los puntos N = (0,0,1) y
(0,0,—1), polo norte y polo sur de la esfera, respectivamente. Definimos los
abiertos Uy = S2\ N y Us = §? \ S. La proyeccién estereografica desde el polo
norte es el mapa

@N:UN%R{ (xay?z)'_)<1fzvlgz)
Geométricamente, ¢y (p) es el punto donde la recta que une N con p € Uy
corta al plano {z = 0} = R?. Es claro que ¢y es continua en su dominio, ahora
vemos que ¢y es un homeomorfismo calculando su inversa explicitamente. Sea
u = (ur,u2) = pn(z,y,2). Asi, vemos que z = ui(1 — 2) y y = us(l — 2),
reemplazando x e y en la ecuacién de la esfera unitaria y resolviendo para z,
obtenemos que

Jull? — 1
1+ [lull*
Usando las relaciones para x e y, nos queda que la inversa de ¢y es
ol = < 2uy 2uy  ul* — 1)
ML [l (21 2

Asi, pn es un homeomorfismo. Sin embargo, la carta (¢, S*\ N) no cubre toda
la variedad, pues queda fuera el polo norte. Usando el mismo procedimiento
anterior, vemos que

x Yy
cUs = R% (v, H(>
psUs (z,9,2) 142 142

2 2 1-— 2
9051: RQ — U5'7 (Ul,UQ) = ( L L2 HUH )

Lol 1 fJul?” 1 4+ [ful?

Asi, el par de cartas (U, ¢n,) y (Us,ps) cubren S? y la aplicacion cambio de
coordenadas

pso Nt en(Un NUs) — ¢s(Uy N Us),
es un difeomorfismo. Por lo tanto, S? es una variedad diferenciable de dimensién
2.

Usando el mismo procedimiento anterior con las aplicaciones

sl Tn
:S"\ N - R" ey i) T, .
o \ o Tot1) <1 — Tnt1 1— 37n+1>
T Ip
S"\NS = R, (x1,...,Tp01) — e .
v \ (@ +) (1 + Tpt1 I+ $n+1>

podemos concluir que S™ es una variedad diferenciable de dimensién n.

4



Definicion 1.2 (Espacio tangente). Sea M una variedad diferenciable y p € M.
Para una carta centrada en p, con coordenadas (x!, ..., 2"), se define el espacio
tangente de M en p como el espacio vectorial T, M de derivaciones en p de la

forma 5
v = i~ | ,...,HGR.
;a py ay a
i= P
En particular,
0 0
T,M = — .., = 7.
p span { (9.’]31 pa 3 81.” p}

Definicién 1.3 (Fibrado tangente). Sea M una variedad diferenciable. El fibra-
do tangente T'M se define como

T™M = | | {p} x T,M.

peEM

Definicién 1.4 (Campo vectorial). Sea M una variedad diferenciable. Un campo
vectorial en M es una funcién suave

X:M—=TM, p~(p,X(p)€{p} xT,M

que verifica m o X = id,;, donde w: T'M — M es la proyeccién natural.

Definicién 1.5 (Flujo de un campo vectorial). Sea X un campo vectorial suave.
Un flujo local de X es una familia de difeomorfismos

Yy M — M, telCR,

tal que ¢y = idy, y, para todo p € M, la curva v,(t) = ¢4(p) satisface

d
%%(P) = Xyu(p)-
Ademas, si t 4+ s € I se satisface 1y s = 1y 0 5.

Teorema 1.1 (Existencia y unicidad del flujo). Sea M una variedad suave y
sea X un campo vectorial suave completo. Entonces existe una tinica familia de
difeomorfismos

Ve M — M,  teR,

tal que
o = idp, Yirs = Py 0 Yy,

y para todo p € M, la curva v,(t) = ¢x(p) es la tnica curva integral de X que
pasa por p, es decir,

d
7?(0) =D %Q/Jt(p) = Xd)t(p)‘

bt



La demostracién de este teorema se puede encontrar en el capitulo 9 de
[Leel3].

Definicién 1.6 (Espacio y fibrado cotangente). Sea M una variedad diferencia-
ble. El espacio cotangente Ty M en p € M es el espacio dual

TyM = {\: T,M — R | X es lineal }.
El fibrado cotangente T* M se define como
"M = | | {p} x T5M.

peEM

1.1.2. Tensores

Definicién 1.7 (Tensor sobre un espacio vectorial). Sea V' un espacio vectorial
de dimensién finita. Un tensor 7" de tipo (7, s) sobre V' es una aplicacién

T: Vx--xV*"xVx---xV =R,

T veces S veces

lineal en cada componente.

Definicién 1.8 (Tensor en una variedad). Sea M una variedad diferenciable y
p € M. Un tensor de tipo (r,s) en p es una aplicacion

Tp: TyM x - x T'M X T,M X -+ X T,M — R, (1.1)

r veces s veces

lineal en cada componente.

Observacién. A los tensores de tipo (0, s) se denominan tensores s-covariantes
y los tensores de tipo (r,0) se denominan tensores r-contravariantes. Por con-
vencion, los indices de los tensores covariantes se denotaran como sub-indices y
los de los tensores contravariantes seran super-indices.

Definicién 1.9 (Producto tensorial). Sea V un espacio vectorial real de dimen-
sién finita. Si S € T™*(V) y T € T (V), se define el producto tensorial
S®T €T *"+'(V) por

1 r4r! L 1 r
(SRT)(wy ..., ™" v, Uspy) = S(wy .o, w1, ., Us)
r+1 r4r’
T(w yeees W ,?}S+1,...,Us+5/),
!
para todo w!, ..., W™ € V* y todo vy, ..., Ve € V.



Un tensor s-covariante es de la forma

T,: T,M x --- x T,M — R (1.2)

)

Notemos que si tenemos un tensor a: T, M — R, entonces, o € Ty M, asi mismo
T, € (TyM)®, donde (TyM)** = TyM ® ---®@TyM y ® es el producto tenso-
rial. De esta forma, viendo el tensor (1.2) como elemento del producto tensorial
(T M)®*, podemos escribirlo usando las bases del espacio Ty M, {dxz7},.

Las componentes de este tensor son

0
j_zilnjs (p> = Tp <a

i

0

p,...’@

T, =T; . 5,(p) din1|p ® - ® dx’s

p

De manera analoga, un tensor r-contravariante es de la forma
Tp: TyM x -+ xTZM — R (1.3)

Las componentes de este tensor son
T (p) = Ty (da - i ).

Ahora, si consideramos una aplicacién v: TyM — R, entonces v € (T;M)* =
T,M. De manera andloga, el tensor (1.3) puede verse como un elemento del
producto tensorial (7,M)®". De esta forma, podemos escribirlo usando la base
de T,M, {0/0x7|,}, como

0 0

PSRNy

T, = T : - | .
p (p) 8IE]1 » a.I'JT »

Ejemplo 1.2. Sea M una variedad diferenciable. Para cada p € M consideremos
un tensor 2-covariante

Gp: TyM x T,M — R.
Fijado un sistema de coordenadas (x?) sobre un abierto U C M, las componentes
de g, en estas coordenadas se definen como

0 0
gij(p> = gp((%,i p7 %

), peU.
p

Viendo g, como elemento del producto tensorial XM @ T M, podemos escribir

9p = Gij () dlﬂp ® d$j|p~

Supongamos ademas que, para todo p € U, la matriz [g;;(p)] es invertible. De-
notamos por [¢”(p)] su matriz inversa. Entonces el tensor

y 0 0
-1 _
9 =9 (p)axipébaxj

e T,M & T,M

p

7



es un tensor de tipo (2,0) asociado a g,, que puede interpretarse como el tensor
contravariante inverso de g,.

Tomemos un ejemplo en concreto, consideremos M = R? con coordenadas
globales (z!,2?) = (z,y). Definimos un tensor (0,2) en cada punto p mediante
la aplicacion bilineal

gp : Tr,M x T,M — R, gp(v,w) = v'w' + 4v*w?

En forma matricial,

go(v,w) = (o1 0?) (é 2) (” |

Asi, gi;(p) = diag(1,4). Viendo g, como elemento del producto tensorial (7} M)®?
y usando la base dual {dz'|,,dz?|,} de T* M, podemos escribir

gp = 5 (p) da|, ® da’|, = dx" L, ® dxl\p +4dz?|, ® da?|,.

Es claro ver que la matriz es invertible y que su inversa es inversa viene dada por
g"(p) = diag(1,1/4). Asi, el tensor (2,0) inverso de g, se escribe entonces como

0

p O

0

~ a1
» Oz

0

1
p Oz

1o
p 4 0x?

P
p  Ox?

g D
9" =9"p) 55

p

El tensor mostrado en el ejemplo 1.2, se conoce como tensor métrico y es
la piedra angular de la relatividad general. Mas adelante definiremos el tensor
métrico con mas cuidado.

Por tltimo, si consideramos el tensor (1.1), entonces

0

Ot

0

Tilmirjl...js (p) — Tp (dl‘ll ‘p7 e ,dxir’pa p, ooy %

)

y como elemento del producto tensorial, vemos que T, € (T,M)®" @ (T;M)%*.
Con respecto a las bases anteriores, T}, se escribe entonces como

9
ozt

Tp — Tzllrjljs <p) . ®

p®” Oxir

P

®dl’jl|p®'--®d$js
p

Definicién 1.10 (Fibrado tensorial). Sea M una variedad diferenciable. Para
cada p € M denotamos por T)*M el espacio de tensores de tipo (r,s) en p. El
fibrado tensorial de tipo (r, s) sobre M se define como

M = | | {p} x T/° M.

peEM



Definicién 1.11 (Campo tensorial). Sea M una variedad diferenciable. Un cam-
po tensorial de tipo (r,s) en M es una funcién suave

T: M —T*M, pw(p,T,) €{p}xT"M

que verifica 7 o T' = idy;, donde 7™*: T™*M — M es la proyecciéon natural.

Una de las propiedades fundamentales de los tensores es la transformacién
tensorial que discutiremos a continuaciéon. Sea M una variedad diferenciable y
p € M. Consideremos dos sistemas de coordenadas alrededor de p, x: U — R"
y 2: U — R" con

z(p) = (x'(p),....2"(p)),  &(p) = @ (p),....T"(p)).

Los vectores en p se escriben como combinacion lineal de la base {9/0x[,} o de
{0/0%|,}. Asi mismo, para una 1-forma en p consideramos la base {dz’[,} o la
base {dz“|,}, dependiendo del sistema de coordenadas.

La relacién entre las bases viene dada por la matriz jacobiana del cambio de
coordenadas (ver [Leel3], pg 64):

o | or, 0

die
|, =~ 952 W) o

, dit| = ——(p)da’

P p Oxi

p
Consideremos un tensor 7}, de tipo (r,s) en p, es decir,
L,eT,”M)=TM® - QT,MRTM®--- QT ;M.

T veces s veces

En las coordenadas (z") escribimos

®da’' ], ® -+ ® da’*
p

Tp = Tilwirjl‘..js (p) K- ®

» Ox'r

Oxi P

mientras que en las coordenadas (%) lo escribimos como

p®...®afﬁar

®di"|, ® - @ di™ |,
p

T, =T .5(p)

0T
n r ion nteriores entr ien -

Usando las relaciones anteriores entre las bases, se obtiene la ley de transfor

macion tensorial:

orer  9x% Oxt Ol

dxh oxir 9 0FPs

T .5, = i (1.4)

Ejemplo 1.3. Consideremos la métrica, vista en el ejemplo 1.2, ahora como
campo tensorial g de tipo (0,2). Podemos escribir,
g= gijdxi ® da’

Consideremos un cambio de coordenadas (z%) — (). Entonces, usando la rela-
cién (1.4), obtenemos que

_ ox* Ox?

Jot = 3 5 90

9



Desde el punto de vista geométrico, la ley de transformacion tensorial muestra
que aunque las componentes de un tensor dependan del sistema de coordenadas,
esta dependencia esta sujeta al jacobiano del cambio de coordenadas. Esto nos
indica que una ecuacion tensorial es valida en cualquier sistema de coordenadas.
Decimos que esto es una ecuacion covariante.

En relatividad general, se usa una métrica en particular, la métrica lorentzia-
na. A continuacién daremos una definicién amplia del tensor métrico.

Definicién 1.12. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Una mé-
trica pseudo-riemanniana en M es un campo tensorial suave

g: TM xTM — R,

tal que, para cada p € M, g, es bilineal, simétrico y no degenerado (si g,(v, w) = 0
para todo w, entonces v = 0).

Observacién. Para cada p € M, la representacion matricial de cada ten-
sor simétrico no degenerado (0, 2) puede transformarse, bajo un cambio de base,
en una cuya diagonal cuyas entradas son iguales a +1 [Leel3]. Por convencién
diremos que los nimeros p y ¢ indican la cantidad de negativos y positivos en
la diagonal, respectivamente. Los niimeros p y ¢ son independientes de la base
escogida [FIS03]. Al par (p, q) le llamaremos signatura de g. Si no hay condi-
ciones sobre la signatura de la métrica, entonces decimos que el par (M, g) es una
variedad pseudo-Riemanniana. Cuando la signatura es (n,0), entonces ha-
blamos de una variedad Riemanniana, por tltimo, si la signatura es (1,n—1)
entonces hablamos de variedad lorentziana.

1.1.3. Diferenciacion

Supongamos que queremos derivar un vector V*, que como vimos en la sec-
cién anterior, se puede identificar como un tensor de tipo (1,0), nos hacemos la
siguiente pregunta: ;La derivada respeta la ley de transformacion tensorial? En
otras palabras, ;si derivo un tensor, sujeto a un cambio de coordenadas, obtengo
de vuelta un tensor? De ser asi, uno esperaria que bajo una transformacion de
coordenadas (z') — ('), se tuviera que

oVE 4 (07 (027 OV
oxv  \0x~ ) \0iv ) 0z8’
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respetando la ley de transformacién tensorial (1.4), sin embargo, esto es falso.
En efecto, vemos que

oV B 0z°\ 0 ox+ Ve
oxv  \0xv) 0z° |\ Oz
o\ [0zP\ oV« Ox’ ot N
- (axa> (aazv> 9zF (aw) (axaaxﬂ> v (15)
El segundo término de la igualdad anterior hace que la derivada usual no respete
la ley de transformacion tensorial. Esto motiva a considerar otros tipos de formas

de diferenciacién que permite escribir ecuaciones de forma covariante. Esto es lo
que veremos en esta seccion.

Definicién 1.13 (Derivada de Lie). Sea X € X(M) un campo vectorial con
flujo .. La derivada de Lie de un campo tensorial 7" de tipo (r, s) a lo largo
de X se define por

(CxT), =

= — cM
de p ’

(v:7)

p7
e=0

donde 97 es el pullback inducido por el difeomorfismo ..
Proposicién 1.1. Para X, Y € X(M) campos vectoriales se tiene
LxY =[X,Y],
donde |-, ] es el corchete de Lie, definido por
(X Y]() = XY() =Y (X(),  [eC=(M).

Proposicién 1.2. Sea T un campo tensorial de tipo (r,s) en M. En coordena-
das, la derivada de Lie de T" a lo largo de X tiene componentes

(LxTY" b, ., = XPO,TrH e,

r S
_ Z Tl‘l'"P"'#Tyl.-.yS apX'uk + Z T'ulmlurl/r"f""l’s aWXp'
k=1 =1

En particular, si g es un campo tensorial de tipo (0,2), en coordenadas locales
se obtiene
(EXg);w = Xpapg;w + gpl/auXp + gupauXp-

Definicién 1.14 (Conexién afin). Una conexién afin V en una variedad dife-
renciable M es una aplicacién

V: X(M)x X(M) — X(M), (X,Y)+— VyY,

que satisface las siguientes propiedades:
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1. VixigvZ = [VxZ +gVyZ,
2. VX(Y—i—Z) =VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

donde X\ Y, Z € X(M) y f,g € C*(M). En coordenadas, se escribe
0 0

) —1rr <
32 Qv W Oxr’

\Y

donde I'f, son los simbolos de Christoffel.

1. .. - o . .
Para facilitar la notacion, escribiremos 57> = 0, y V 2= Vo, = V,.

Proposicién 1.3. Para un campo vectorial V' = V*0,, se tiene que

V.V =9,VP T8, V",

Demostracion. Escribimos V' = V¥9, en la base de coordenadas. Usando la regla
de Leibniz (propiedad 3. de la definicién 1.14)

v,V =V,V"0,) =V"V,0,+0,(V")0,.
Por definicién de los simbolos de Christoftel, V,0, = I'\, 9,, de modo que
V.V =V, 0, + 0,(V?) 0, = (9,V° + T4,V")0,.
Tomando solo los coeficientes, obtenemos que
(V,V)P=0,Vr+1%0, V.

]

La proposicién anterior describe la derivada covariante de un campo vec-
torial (tensor de tipo (1,0)). Vamos a extender esta nocion a tensores arbitrarios
de tipo (7, s).

Definicién 1.15 (Derivada covariante). Sea V una conexién afin en M y sea T
un campo tensorial suave de tipo (r, s) sobre M. La derivada covariante de T
respecto de V es el campo tensorial VT de tipo (r, s+ 1). En coordenadas, si T'
tiene componentes T+ #r, ., definimos las componentes de V1" por

(VATVIMWW--VS = aATMmWw--vs

T s
. Lo Lo
+ E F'ul)\p THP Hryl...ys — E Fp)\l,j T “Tl,l..,p...l,s.
s} =1

12



Ejemplo 1.4. Siguiendo la definicién 1.15, podemos ver que aplicada a tensores

2-contravariante y 2-covariante, T v T,,,, respectivamente, da que
) 23] )

VAT™ = 05T + T4, T + I}, T+

v)\T,LLI/ = a)\T,ul/ - FKZHT&V o FiuTNQ

Teorema 1.2 (Conexién de Levi-Civita). En una variedad pseudo-riemanniana
(M, g) existe una tnica conexion V que, para todo X,Y,Z € X(M), es

1. Libre de torsién (simétrica):

VxY —VyX = [X,Y]

2. Compatible con la métrica:

X(9(Y.2)) = 9(VxY. Z) + g(Y,Vx Z)
Esta conexién se llama conexion Levi-Civita.

Proposicién 1.4. En coordenadas (z*), las condiciones del teorema 1.2, equi-
valen a

1. Libre de torsion:

L =To
2. Compatible con la métrica:

VoG =0

donde I'},, son los simbolos de Christoffel de V.

Proposicién 1.5. Los simbolos de Christoffel para la conexion Levi-Civita vie-
nen dados por

1
Ffbl/ = igp)\ (a,ug)\l/ + aug)\u - a)\g,uu) (16)

Ejemplo 1.5. Sea M = R?\ {0} con coordenadas polares (r,6). Consideremos
el tensor métrico
g=dr@dr+r?df® db.

l9:5] = <(1) 792) . leY1= (é 1/()r2> :

Usando la ecuacién (1.6), obtenemos que

Vemos que

1
Moo = 5 g (O +0— Grggg) =—r,
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1 1
1%, = 3 g% (@«990 +0— 0> = -,
r

Recordemos que la conexién es libre de torsién, luego I'%, = I'?,4, por lo
tanto, los simbolos de Christoffel no nulos, son

1
0 0
[Mgg = —r, Fm:FWZ;-

Ejemplo 1.6. Consideremos el toro de revolucién 72 C R3. Fijemos R > r > 0.
Consideremos la parametrizacién

X(0,¢) = ((R—I—r cos ) cos p, (R+rcosf)sing, rsin 0), 0<6<2m 0<p<2m.

Derivando,

X

({;9: (—rsin@cosw, —7rsin # sin ¢, rcos@),
OX _
op

Por lo tanto, el tensor métrico queda

(— (R4 rcosf)sinp, (R+ rcosf)cosp, O).

g =1r*d0®d) + (R+rcosd)*dp @ dy,

Vemos que
[ ] o T2 0 [ 7,]] . 7"72 0
9l = 0 (R+rcos0)?)” IV 0 (R+rcos0)2)

Calculamos los simbolos de Christoffel, usando (1.6) y nos queda que

1 1/1 sinf (R + rcosf)
0 00
I pp = ig (0 + 0— aggng) == —5 (7’2) 899@@ = r .
1 1 1 rsin 6
%y, = = g*%(0 0-0)==|———-5]0 =
bo =359 ( o0 T ) 2 ((R+7“c089)2> 03¢ R+ rcost’
Por lo tanto, los simbolos no nulos, son
sinf (R + rcosf) rsiné
I, = [, =T%0=————.
e r ’ be f R+ 1rcosf

Observacién. Los simbolos de Christoffel, no son tensores, puesto que no
estan definidos de manera covariante y en consecuencia no respetan la ley de
transformacion tensorial descrita en (1.4). En efecto, es facil ver que bajo un
cambio de coordenadas (') — (%), se tiene que

_0xP 92 927, 07" 0*x°

re (7) — 2~ 2% == Dl
Vl®) = g 97 9z )+ 50 gz oz (1.7)
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Al comienzo de esta seccion vimos que la derivada parcial no respeta la ley de
transformacion tensorial. Vamos a ver que la derivada covariante si transforma
como tensor. Veamos la transformacién aplicada a un campo tensorial V' de tipo
(1,0). Por definicion, .

v,V =9, V?+ 17, V"
donde 5# = 0/07". De las ecuaciones 1.5, 1.7 y notando que Ve = axp VA s
obtiene

. 0x® 0P ox® O°*%P
P _— et A A
ViV ok Oxr ¢ OTH Ox° oz
0xr Oz - oxP 9Pz 0z _
t o om LY T e amar o ¥
_ 0z7 0x* - o0xr 9z A
r
~ 0@t Oz 3 0oV * oz v

ox®  O*if N ozP 9Pz T "
Ok Jx°dx*  Ox® OITH 0T Ozt
()

Notemos que si el término () es cero, entonces la derivada covariante respeta la
transformacion tensorial. Consideremos

01 0x"
ox® 0V

= oP.

Derivando respecto de 2* y aplicando regla de la cadena, obtenemos

ox® 0%%P Ox™ N ozP 0%z
OTH Oxo0x® 0z Oz O3t 0TV

0=

Multiplicando por 97" /dx* se ve que

ox°  0*TF L o O’z 91¥ 0
ozn Oxodx™ Oz 0M OFv O
Por lo tanto,
S 0x? 0z* 0z° 0z
P __ A T A
ViV = g 0 07V g gan TV
_ 0x7 0x* A ey 0T7 0P Y
=9 oo OV H V") = 50 5 VoV

que es precisamente la ley de transformacién tensorial de un tensor de tipo (1, 1).
Anélogamente, Vo transforma como tensor de tipo (0,2) para toda 1-forma «.
Ahora, sea T un campo tensorial de tipo (r,s). Luego, T puede escribirse como
una suma finita de productos tensoriales de campos de tipo (1,0) y (0,1), es
decir,
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(k)

donde f, € C*(M), los Xi(k) son campos vectoriales y las a; son 1-formas.

Por linealidad, basta estudiar
fXi@ 90X, 0m®- - ® as.

Como la derivada covariante satisface la regla de Leibniz para el producto ten-
sorial, se obtiene

VfXi® - 9X, 000 ®a,)
=dfRX1®- X, 00 ® - ® a
+ (VX))@ X® 20X, Qa0 Q@ ag
+fXi® - 0(VX,) @ ® - ®as
+/Xi®0 - 0X, 0 Va)) @ ® -+ - ® g
+fXi® - ®X, 00 @ (Vay).

Vemos que,

» df es un tensor de tipo (0, 1);
» cada VX, es un tensor de tipo (1,1);

» cada Vo, es un tensor de tipo (0,2).

Por lo tanto, en cada término aparece exactamente un indice covariante adicional
respecto de T', mientras que los indices contravariantes y covariantes restantes se
conservan. En consecuencia, cada uno de los sumandos anteriores es un tensor
de tipo (r,s + 1).

Como la suma de tensores del mismo tipo vuelve a ser un tensor del mismo
tipo, se concluye que la derivada covariante VT transforma como un tensor de
tipo (r,s + 1).

Proposicién 1.6. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana con conexién
de Levi-Civita V. Entonces, para todo campo vectorial X,

(Lx9)p = V. X, + V, X,

Observaciéon. La derivada de Lie y la derivada covariante son nociones dis-
tintas de variacién de un campo tensorial. La derivada de Lie mide el cambio de
un tensor a lo largo del flujo generado por un campo vectorial, mientras que la
derivada covariante mide la variacién de un tensor a lo largo de una direccion
utilizando una conexién (Levi-Civita), lo que permite comparar objetos definidos
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en espacios tangentes distintos. En relatividad general se utiliza principalmente
la derivada covariante asociada a la conexion de Levi-Civita, ya que esta escom-
patible con la métrica. Esta es la nocién de derivada que usaremos a lo largo
de este trabajo, salvo en el capitulo 3 en que la derivada de Lie nos permitira
entender la nocién de gauge.

1.1.4. Curvatura

A mediados del siglo XIX parte de la comunidad cientifica atin era escéptica
respecto a la posibilidad de negar el quinto postulado de Euclides y que esto
no llevara, eventualmente, a una contradicciéon. Bajo este paradigma, Riemann
plantea que no se debe suponer que siempre el espacio sea euclideano [Spi99].

Riemann se pregunta qué impide que el elemento de linea
ds® = Gij dz'da’,

no pueda transformarse, mediante un cambio de coordenadas, en la forma eucli-
deana
d82 = 52’]‘ di’ldi‘J,

En un punto siempre es posible elegir coordenadas de modo que

agij _
ox* |,

gij(p) = 0i5 Yy

Por lo tanto, la primera informacién geométrica no trivial aparece en las se-
gundas derivadas de g;;. Si estas no pueden eliminarse simultdneamente en un
entorno mediante un cambio de coordenadas, entonces la variedad no es local-
mente plana. Esta obstruccion intrinseca a reducir la métrica a su forma plana
en un vecindario es precisamente lo que mide la curvatura. Historicamente, esta
fue una de las motivaciones fundamentales de Riemann y conduce a la siguiente
definiciéon moderna de curvatura.

Definicién 1.16. La curvatura R de una variedad pseudo-Riemanniana (M, g)

es una correspondencia que a cada par X,Y € X (M) asigna una aplicacién
R(X,Y): X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — VixyZ

donde V es la conexién Levi-Civita de M.

Proposicién 1.7. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana y V su cone-
xion de Levi-Civita. En coordenadas, el tensor de curvatura R se escribe como

R(0,,0,) 0, = R

opy

0,,
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donde

R, =000, -9, + 0T, —T/T).. (1.8)
Demostracion. De la definicién 1.16, aplicada a las bases de la 9,,, 0, y 0,, vemos
que

R(04,0,)05 = (V,Vy, = V,V,, — V5,.6,1)05

Como las derivadas parciales, conmutan, es directo ver que [d,,d,| = 0. Asi,
R(0,,0,)0, = (V,V, =V, V,)0,
Notemos que

V.V, 0, =V, (%0, =0,I%0,+T0 T o,

Vo pp

Renombramos el indice mudo A par dejar la expresion en la base d, y nos queda
que
A
vuvr/ Oy = <8MF£O' + FVJFZA) aﬂ

Anéalogamente,
VoV 0o = (1%, +Tp,T0,) 0,
Por lo tanto,

— A A
Rpa,ul/ - aﬂrzp/o - aVFZo' + FZ)\FVU - Flfj)\rua'

]

A partir de la definicion 1.16, podemos definir el tensor de curvatura R,
conocido como tensor de Riemann, como R: X (M)xX(M)xX (M) — X (M),

donde R = R’, , 0, ® dz” @ dz" ® dz”. Vemos que el tensor de Riemann es un

tensor de tipo (1, 3).

En principio, el tensor de Riemann (1.8) posee n* componentes. Sin embargo,
posee diversas simetrias que reducen el tamafio de las componentes independien-
tes. En la siguiente proposicion veremos algunas de sus simetrias.

Proposiciéon 1.8 (Simetrias del tensor de Riemann). El tensor de Riemann
satisface las siguientes propiedades:

1. Antisimétrico en los dos tltimos indices:
Rpo/uz - _Rpauu-
2. Antisimétrico en los dos primeros indices:
Rpauu - _Rapuu-
3. Simétrico por intercambio de pares:
Rpauu = Ruupa-
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Proposicién 1.9 (Identidades de Bianchi). El tensor de curvatura de Riemann
satisface:

1. Primera identidad de Bianchi:

Rpo'uy —I— Rpuyo’ + pro-u - O

2. Segunda identidad de Bianchi:

V)\Rpa,uy + V/,LRpo'l/)\ + vprg)\u =0.

Definicion 1.17. El tensor de Ricci se define como la contraccion del tensor

de Riemann
R, = R, (1.9)

mientras que el escalar de Ricci se define por
R=¢"R,,. (1.10)

A partir de la segunda identidad de Bianchi,
V)\Rpauu + vuRpUV)\ + VVRPO')\},L =0,

contraemos en los indices p y o con g?*. Como la conexiéon de Levi-Civita es com-
patible con la métrica, Vg = 0, la métrica conmuta con la derivada covariante.
Asi,

VA(QWRPUW) + 9"V Bpour + V,,(gp“Rpg)\#) =0.

Usando la definicion del tensor de Ricci, vemos que
ViRsy + VPRpon — V,Ry\ = 0.

Ahora contraemos esta expresion en los indices o y v con ¢°”. Nuevamente,
usando Vg = 0, obtenemos

VaR =V R,y — V'R, = 0.
Como p y v son indices mudos, esto se escribe como
VAR =2VPR,, =0 < 2V’R,, — VR =0.

Por lo tanto,
1
v? <Rp)\ - 2gp)\R) =0. (111)

Esta ecuaciéon es fundamental en la teoria de relatividad general y volveremos a
ella en la siguiente seccion.
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1.2. Relatividad General

En esta seccion discutiremos las definiciones basicas y conceptos relevantes
de la teoria de relatividad general. Se usé principalmente [HE23].

En relatividad general, la métrica toma un rol fundamental. Por esta razon, la
mayoria de las referencias no usan el producto tensorial para escribir la métrica,
en lugar de eso, para facilitar la notacién, se abrevia tomando dx ® dv = dx?. Asi
mismo, se suele abreviar g = g;;dz’ ® da?, escribiendo el elemento de linea ds?.
Por lo tanto, un campo métrico cualquiera se puede escribir de forma compacta
como ds* = g;;dz'dz?. Como se verd en esta seccion, al trabajar en relatividad
general, debemos considerar tanto el tiempo como el espacio, si trabajamos sobre
una métrica que considera el tiempo entonces se usaran indices griegos, ds? =
gudzrtdz” y si trabajamos solo de manera espacial, se usaran indices latinos,
ds* = g;jdz'dz?. Estas serdn la notaciones y convenciones usadas de ahora en
adelante.

1.2.1. Espacio-tiempo

Definicién 1.18 (Espacio-tiempo). Un espacio-tiempo es un par (M, g) donde
M es una variedad diferenciable, conexa, de dimension 4 y g es un una métri-
ca lorentziana, es decir, un tensor simétrico de tipo (0,2) no degenerado de
signatura (— + ++).

Claramente necesitamos que la variedad sea de dimensién 4, pues considera-
mos tres componentes espaciales y una temporal. Por otra parte, también pode-
mos también considerar un como métrica lorentziana un tensor que cumple con
las condiciones expresadas, pero cuya signatura es (+ — ——). Sin embargo, a lo
largo de este trabajo sblo usaremos la signatura vista en la definicién, también
llamada "mostly plus".

Ejemplo 1.7 (Espacio-tiempo de Minkowski). Consideremos la variedad M =
R* y (20, 21, 2%, 23) = (ct, z,y, z). Definimos la métrica lorentziana g = n por

n=—cdt®@dt+dr®dr+dy®dy+dz @ dz,
equivalentemente, en estas coordenadas,
o = diag(—1,1,1,1), ds? = ndetde” = —c2dt? + do? + dy? + d2°.
ym N

Entonces (M, n) es un espacio-tiempo: M es una variedad diferenciable conexa de
dimension 4 y 7 es un tensor simétrico de tipo (0,2) no degenerado de signatura
(= +++).
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La métrica lorentziana g permite clasificar las curvas segtin su caracter causal.
Dada una curva suave : I — M con parametrizacién z#(\) y vector tangente
g = @*(X) 0y, se dice que 7 es:

» tipo tiempo si g(7,%) < 0 para todo A,

» nula (o tipo luz) si g(¥,7) = 0 para todo A,

» tipo espacio si g(¥,7) > 0 para todo A.

El intervalo infinitesimal ds? a lo largo de ~ satisface
d5” = gufx(N)) da’ de” = g,ofx(N)) 83" dX?,

donde el signo de ds® (o, equivalentemente, de g(¥,%)) determina el caracter
causal.

Geométricamente, esta distinciéon entre los tipos de curvas queda clara usando
el concepto de cono de luz (figura 1.1). Fijado un evento P, € M, el cono
de luz en el espacio tangente T, M estd formado por todos los vectores nulos.
Geométricamente, el cono de luz (como conjunto de puntos en M) que emana
de P, consiste en los puntos que pueden conectarse con P; mediante una curva
nula (es decir, una curva cuyo vector tangente es nulo en cada punto).

ct

Fig. 1.1: La figura muestra el cono de luz ds?* = —c2dt* + dz? + dy? = 0 sobre
el plano (ct, z,y) Fuente: [Lam10).

En la definicién 1.18 hablamos del par (o modelo) (M, g). Sin embargo, este
modelo no es tnico, pues podemos considerar un par (M’, ¢’) tal que existe un
difeomorfismo ¢: M — M’ que lleve la métrica g a ¢, esto es, p,g = ¢'. Asi,
el espacio-tiempo no es tnico sino una clase de equivalencia de todos los pares
(M',¢') que son equivalentes a (M, g) via difeomorfismos [HE23].
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1.2.2. Geodésicas

Sea v: I C R — M una curva sobre una variedad diferenciable M. Conside-
remos un vector v = v*d, sobre la curva. La derivada de este vector a lo largo
de v es Vv, donde 4 = @(t)0,. En coordenadas, si Vy,ds = I',30,, entonces

V:y?]'u = jj'av(jaa’l}'u = z¢ (&ﬂ)“ + FZBUB> .

Ahora, queremos considerar una curva cuyo vector tangente % no cambie de
direccion a lo largo de la curva, esto es

Viy = f(t)y

Notemos que la tinica que condiciéon que imponemos es que el vector tangente
mantenga su direccion, por lo que aiin podemos considerar que puede variar su
magnitud, esto es justamente lo que mide f(¢). En coordenadas, V;4* = f(t)¥*,
como V. = &*Vy, (propiedad 1. de 1.14), por lo tanto

i (Dad? + Thg37) = F(£)7" (1.12)

Sin embargo, siempre es posible reparametrizar v, digamos bajo el parametro
A, de tal manera que f(A) = 0. Bajo este pardmetro y reescribiendo, la ecuacién
(1.12) queda como

A2t u dz® dxP
+ - =
d\? B AN d)

(1.13)

Esta ecuacién se conoce como ecuacién de la geodésica. Asi, cualquier
curva que satisfaga (1.13) es el andlogo a la linea recta en espacios curvos. Intui-
tivamente, sabemos que las rectas minimizan distancias en espacios euclideanos,
es esperable que la geodésica haga lo propio en espacios con curvatura distin-
ta de cero, pues acabamos de ver que generaliza lo que son las lineas rectas. A
continuacion veremos que efectivamente minimiza distancias.

Con esto hemos deducido la ecuacion de la geodésica y podemos formalizar
alguno de los conceptos usados. La derivada covariante Vv describe, como cam-
bia el campo vectorial v a lo largo de la curva . En particular, si queremos
que v mantenga su direccion y modulo al movernos sobre v, decimos que el vec-
tor es transportado paralelamente a lo largo de la curva . A continuacion
definimos transporte paralelo formalmente.

Definicién 1.19 (Transporte paralelo). Sea v: I — M una curva suave con
vector tangente 7. Un campo vectorial v a lo largo de 7y se dice que es transportado
paralelamente, si

V:YU:O
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Ahora, usando esta definicién de transporte paralelo también podemos for-
malizar el concepto de geodésica, bajo la siguiente definicion.

Definicién 1.20 (Geodésica). Una curva suave v: I — M se llama geodésica
si su vector tangente ¥ se transporta paralelamente a si mismo, es decir

Viy =0

Observacién. Notemos que V.7 se puede escribir, en coordenadas, como
TV i# (recordando que 4 = £%0,). Asi, podemos ver que
g _ da® (83&5 8 d:c”) G 8 dx® dat

T Voﬂ') H

ox® o d\

d)\2 * Lo d\ d\

Esto motiva la definicion de la derivada covariante de un campo vectorial v a lo
largo de una curva de componentes x#(7),

Dot dv# dx”
— = — 4 TH Y — 1.14
dr dr el dr ( )
Mas adelante en el capitulo 4 haremos uso de esta definicién, que no es mas que
la expansion de ¥V, v*.

Ejemplo 1.8. El ejemplo mas claro de que la geodésica generaliza la linea recta
es tomar como variedad R™. En este espacio la curvatura es nula y en conse-
cuencia los simbolos de Christoffel se anulan en todo punto. Asi, la ecuacién de
la geodésica 1.13 se reduce a dz?/dA\? = 0, que representa la linea recta en el
espacio euclideno z(A) = aA+p, o, p € R

Ejemplo 1.9. Consideremos la esfera unitaria S* = {(z,y,2) € R : 2? + > +
2?> = 1}. En coordenadas esféricas (6, ), con
x = sinf cos p, y = sinfsin p, z = cos b, (0,¢) € (0,m) x (0,2m).

Diferenciando las componentes, vemos que la métrica sobre la esfera viene dada
por ds* = df* + sin® 6 dp®. Vemos que, ggg = 1, gpp = sin®0 y go, = gop = 0.
Con estas componentes se obtinenen los simbolos de Christoffel, que son

0 .
Iy, = —sinfcosb, Iy, =T0g = coto.

Usamos la ecuacion (1.13) par obtener las geodésicas de la esfera. Asi, obtenemos

 — sinf cosf p? = 0, (1.15a)
@ +2cotfh¢ =0, (1.15b)

donde el punto denota derivada respecto del parametro afin A. Por lo tanto,
cualquier curva sobre la esfera

v(A) = (sin 6 cos p, sinf sin, cosh)

23



tal que (6, ¢) satisfagan (1.15), serd una curva geodésica sobre S*. Concretamente,
podemos verificar que el ecuador es una geodésica sobre la esfera, en el ecuador
se tiene que O(\) = /2 y o(A) = A, es facil ver que se satisfacen (1.15). Asi,
comprobamos que el ecuador es una geodésica en la esfera.

1.2.3. Ecuaciones de Campo

En las secciones anteriores hemos descrito el espacio-tiempo como una varie-
dad lorentziana (M, g) y hemos estudiado la cinematica de particulas de prueba
a través de las curvas geodésicas. Para completar la formulacion de la Relativi-
dad General, es necesario establecer la relaciéon dindmica entre la geometria del
espacio-tiempo y el contenido material y energético presente en él. Una deriva-
cién rigurosa de las ecuaciones de campo puede obtenerse a partir del principio
variacional aplicado a la acciéon de Hilbert—Einstein

CS
Slg W) = 1o [ RV=gd's + Suuilg. ),

donde, Syat[g, U] representa la accién de la materia y ¥ denota de manera gené-
rica los campos no gravitacionales. Al extremar esta accién se obtienen las ecua-
ciones de campo de Einstein. Dado que esta derivacién es extensa y no forma
parte del objetivo central de estos preliminares, remitimos al lector al Apéndice
E de [Wal84]. En su lugar, a continuacién presentamos la motivacién geométrica
y fisica de las ecuaciones de campo.

Para describir matematicamente la distribucién de materia y energia, intro-
ducimos el tensor de energia-momento, denotado por 7),,. Este es un campo
tensorial simétrico de tipo (0,2) cuyas componentes codifican la densidad de
energfa, el flujo de energia (momento) y los esfuerzos (presiones y tensiones) de
la materia y los campos no gravitacionales.

Un postulado fundamental de la fisica clasica es la conservacién local de
la energia y el momento. En el lenguaje de la geometria diferencial sobre una
variedad pseudoriemanniana, este principio de conservacion se expresa exigiendo
que la divergencia covariante del tensor de energia-momento sea nula:

Vi, =0, (1.16)
donde V es la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica g.

Por otro lado, desde el punto de vista puramente geométrico, sabemos que
el tensor de curvatura de Riemann satisface las identidades de Bianchi. Al con-
traer estas identidades dos veces, se obtiene un resultado fundamental para la
relatividad general: el tensor de Einstein, definido como

1
G“y = .Rul/ - iRguy, (117)
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y que como vimos en la ecuaciéon (1.11), posee divergencia nula:

V4G, = 0. (1.18)

La coincidencia de estas dos propiedades matematicas, la divergencia nula
impuesta por la conservacion fisica en 7}, y la divergencia nula garantizada por
la geometria en G, fue una de las cosas que motivé a Albert Einstein a postular
que ambas cantidades deben ser proporcionales'. Esto da lugar a las Ecuaciones
de Campo de Einstein:

Gy = KT, (1.19)
o, de manera explicita:
1 87G
ij - §ngj = ?Tuy, (120)

donde c es la velocidad de la luz y G la constante de gravitacion universal.

Notemos el cardcter no lineal de estas ecuaciones. El tensor de Ricci R, y
el escalar R involucran productos de los simbolos de Christoffel, los cuales a su
vez dependen de la inversa de la métrica y de sus primeras derivadas. En conse-
cuencia, las ecuaciones de campo son un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales acopladas y no lineales de segundo orden para las componen-
tes de la métrica g, .

Esta no linealidad hace que encontrar soluciones exactas sea una tarea anali-
tica compleja. Para estudiar fenémenos dinamicos como la propagacion de ondas
en el espacio-tiempo, nos veremos obligados a estudiar el régimen de campo
débil, introduciendo una perturbacién sobre una métrica de fondo conocida. Es-
te procedimiento, conocido como la linealizaciéon de la relatividad general, serd
estudiado en el siguiente capitulo.

! Histéricamente, esta exigencia estuvo acompafiada ademés por la necesidad de recuperar
el limite newtoniano y por otras heuristicas fisicas discutidas por Norton [Nor20].
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Capitulo 2

Linealizacion de la Relatividad
(General

Para estudiar las ondas gravitacionales dentro del marco de la relatividad ge-
neral, es necesario considerar perturbaciones pequenas de la métrica del espacio-
tiempo. En este capitulo, partimos de una métrica cercana a la de Minkowski y
desarrollamos una aproximacion lineal de las ecuaciones de Einstein, lo que nos
permitira describir la propagacién de perturbaciones métricas en el vacio.

Partimos de la métrica de Minkowski perturbada,
G = N +e€ huw (21)
donde |e] < 1.

Para realizar calculos posteriores, necesitamos la expresion de la métrica in-
versa ¢g"”. Buscamos su inversa, a primer orden, de la forma

g’ =t + ekt
donde k*” es desconocido. Calculamos:
9" gav = (1" + k") (1o + €ha)
Notemos que g"“ga, = ¥, luego
O = 0Lt 4 " ehey + ek + O (2)

Asi, obtenemos que
7" “how + k' Ney, = 0.

Despejamos,
EH Now = — nua hou/-

Multiplicamos por n*”:
JoHex (nw nVﬁ) = — 1" hg, nl/ﬂ — kMP = _ nHe nuﬂ hoy = — M8
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Por tanto, la inversa de la métrica perturbada, a primer orden, es

g =nt"" — et (2.2)

Para linealizar las ecuaciones de campo, debemos linealizar todas sus com-
ponentes. Comenzamos linealizando los simbolos de Christoffel. Recordemos de
la definicion (1.6), que los simbolos de Christoffel vienen dados por,

ro, = ;goa (80 Goss + 0o — D)

Notemos que 0, 9oy = 0y (Nay + €hay) = €0, ha,. Asi, tenemos

- 1 oo oo
T = 2 (n" —eh™) e (Ovhap + Ouhav — Oahyuw)

Por lo tanto, obtenemos

o € sa
Fw/ - 577 (ayhau + auha’/ o aah“”) +0 (82) <2.3)

Con los simbolos de Christoffel linealizados podemos proceder a linealizar el
tensor de Riemann, que es la base de la ecuaciéon de campo. Recordemos que el
tensor de Riemann viene dado por

RPU/“/ = aﬂrleo - aVFZJ + FZ)\FI)/\O' - Fﬁ)\r/);o“
Como I'T' = O(e?), obtenemos que R’ = 0,1, — 0,1, + O (%). Asi,
Rpauu = au (;npa (80ha1/ + auhao - aahua>)
€ po 2
= 0, (57 Oohan + Buas = Duly) ) + O ()
= %npa (a,uaohcw + a,uauhao - a,u,aahua - al/acrha,u - ayauhcw + al/aah,uo)
+0 <€2>
Asi, llegamos a que el tensor de Riemann linealizado es
Ry = gnpa (0uOohaw — 0udahvo — 0,0 hay + Ou0ahis) + O () (2.4)

El tensor de Ricci se obtiene de la contraccion del tensor de Riemann: R,, =
RFs,,. Por lo tanto, contrayendo (2.4), nos queda

RW:%ww@@%f%mw%—a@@w+@mmg+o@ﬁ
Analizamos cada término por separado, incluyendo el factor n*
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0,05 hey = 0,05 (N'*hey) = 0,0,h*,,.

n"*0,0ahye = Ohye, donde O := n#*0,0,.

N0y 0phay = 0,05 (' hay) = 0,05h, donde h := nH*h,,.

N0y 0ahye = 0,00 (N"“hye) = 0,0ah%,.

Asi, nos queda que el tensor de Ricci linealizado es

Ry = 5 (0,01, = Olhys = 0,00+ 0,0.0°5) + O (%) (2.5)

Finalmente, linealizamos el escalar de Ricci R = ¢°YR,,,,. Usando (2.2) vemos

que
R=(n" —ch™) Roy = 0" Ro, + O (£%).
Asi, tenemos
R= %na" (0051 — Ohyg — 8,065 + 8,00h%5) + O ()
_ g (0,0,h* —Oh — O h+0,05h") + O ()

8 a
= 5 (20,0, — 20h) + O ().
Por lo tanto, el escalar de Ricci linealizado es

R =& (0,0,h"” —Oh) + O (<?) (2.6)

Ahora, construimos el tensor de Einstein con los tensores linealizados (2.5) y
(2.6),

G = 5 (uByli®y = Dby, = 0,0+ 050,07,
5 O 2h) 2 (2,054 ~00) + O (<2)
- % (0aBuh®, — Dby — 0,0,k + 050,h°.,)
— i (00050 ~OR) + 0 (2)
Por lo tanto, el tensor de Einstein linealizado es
G = g (0a0uh®, = Dby, — 3,0,h + 050,14 — 0w0adh® + 1 Oh) +0 (2)
(2.7)

Notemos que, 9,h*"" = 0°h,". En efecto

0 = 8, (N7 he”) = (0m™) ha” + 1 (8uhe”) = 0N,
——

=0
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Usamos esta relacion para variar los indices del tensor de Einstein,
G = % (aaauhcw — Ohp — 00,0 + 878, hg — 0 0% 0% hag + 1,0 h)—i—(’) (€2>

Definimos la traza revertida de la perturbacion,

1
huu = hw/ - §Thwh7 (28)

1
de forma que h,, = hy, + §nu,,h. Asi,

G = Z(aaau (aw + ;nwh) — Oy + ;nuyh) — 9,0,h

- 1 - 1
+0"0, (hﬁu + Qnﬁuh) - nuvaaaﬁ (haﬁ + 5%/3@ + muDh> + 0(52)-

Bajando indices, notando que [0 = 0%0, y simplificando, vemos que podemos
escribir el tensor (2.7), como

G = 5 (0°0u B, + 0°0yhyue — 0 Oahyy — 00 hag) + O (2) | (2.9)

DN ™

En el capitulo siguiente impondremos condiciones de gauge, que nos permi-
tiran deducir la existencia de ondas gravitacionales.

29



Capitulo 3

Transformaciones de (Gauge

La eleccién de la métrica ¢,, = 7, + € hy, con |e] < 1 no es Gnica. Para
entender esto geométricamente, consideremos las siguientes variedades:

» Variedad del fondo plano (),): equipado con la métrica plana 1), .

» Variedad fisica (M,): con métrica g.s que satisface las ecuaciones de
Einstein.

Consideramos el difeomorfismo ¢: M, — M, (que existe debido a que la
variedad es la misma, sélo cambiamos la métrica) y definimos la perturbacién
mediante el pullback de g, llevando la métrica g,z de M, a Mj:

hyw = & G — Ny -

Asi, la perturbacion b, depende de la eleccién del difromorfismo ¢, esto se co-
noce como libertad de gauge. En principio, la perturbaciéon no tiene por qué
ser pequeiia, sin embargo, si los campos gravitacionales en M, son pequenos, en-
tonces habran algunos difeomorfismos ¢ en que la perturbacion se podra escribir
como eh,, con € pequeinio [Car97].

Consideremos un campo vectorial & en M,, este campo define un flujo
Vs My — M,. Si cambiamos la identificacién a ¢ o 1_,, obtenemos una familia
de perturbaciones:

ehls) = [(¢ 0 ¥_s) gl — N
=" (D" G) — Mo
=" (N + hy) — N
=" Py + VT M — M-
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Para s pequetio ¥* ;h,, — h,,, y vemos que:

* (M) — mw]

—S

e’—:hffy) =chy, + —s [
= chy, — sLeNuw,

donde L¢ es la derivada de Lie en la direccién &*. Por lo tanto, la variacién
inducida por esta reidentificacién es

edhy = —sLeNp.

Tomando s = ¢ para que la reidentificacion sea del mismo orden de la perturba-
cion y asi simplificar la expresion, nos queda que

(Shw, = —£§T]wj.

La derivada de Lie, en nuestro caso es compatible con la métrica y sin torsion,
por lo tanto, en el fondo plano de Minkowski con coordenadas cartesianas V = 0
y on =0,

Shy = —(0u& + 0,E,) (3.1)

(ver proposicion 1.6).

La ecuacién (3.1) expresa la libertad de gauge en relatividad linealizada.
Distintos campos h,,, relacionados por un campo vectorial {# describen la misma
geometria fisica a primer orden, pues corresponden a distintas reidentificaciones
del fondo plano. Esta libertad permite imponer 4 condiciones adicionales, una
por cada componente de £, con el fin de eliminar grados de libertad no fisicos y
simplificar las ecuaciones.

En el capitulo anterior introdujimos la perturbacion de traza revertida i_zu,,. La
razén de trabajar con BW es que la combinacién 8“/3#” aparece de seguidamente
en el tensor de Einstein linealizado (2.9). En la siguiente seccién mostraremos
que, mediante una eleccién adecuada de £, siempre podemos imponer que esta
divergencia se anule, esta eleccion se conoce como gauge de Lorentz.

3.1. Gauge de Lorentz

A continuacién, mostraremos que existe un sistema de coordenadas en el
que podemos imponer 855“5 = 0, conocido como gauge de Lorentz, que nos
permitira reducir la complejidad del tensor de Einstein, simplificando términos
y reduciendo grados de libertad no fisicos.

Proposicién 3.1. Existe un sistema de coordenadas en el cual se cumple

"hy = 0. (3.2)
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Demostracion. Consideremos un cambio infinitesimal de coordenadas
= o =t 4 e (x), le| < 1, (3.3)

su inversa es
ot =2t — e &) + O(e?).

Derivando,
axa « a ax’“ ,
a$/u :6H —88“5 "’0(82)’ axa :5Z+88aé'#+0(€2>'

Usando la ley de transformacion tensorial para la métrica,

PP dx® 0x°
gw(iv) = Dt D Gap(T),

y escribiendo gas = 7ag + €hag, obtenemos

(@) = (65 = £0,6%) (6] — £00€”) (Map + has) + O(?)
= N + ehy — (0,6, + 0,€,) + O(e?),

Por definicion de hj,,,

95 (7)) = Ny + €l (27) + O(e?),

luego
B (@) = () — O — D1 (3.4)
Asi, definimos
Oy, = Hy — hyuy = =0, + 0,8,). (3.5)

Usamos la traza y la traza revertida definidas en el capitulo 2:

y = 1
h = 7]“ h,uzu y h,uu = h,uu - 5 nuyh'

Contrayendo (3.4), vemos que
Sh =n"0h,, = —20,8",

y luego |
5BW = 0hy, — 577W5h = —(0,& + 0,€,) + 1w 0E°. (3.6)
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Elevando un indice y tomando la divergencia,

0, 6h*, = 0| — (0", + 0,E") + 5F 9,8

= —0,0",, — 0,0,8" + 0,0,
— _0,0%,
= -0 51/7

En consecuencia,
DR, = D (R, + 5) — T, — O,
Luego, si escogemos &, como solucién de
ne, = 0,0,
se sigue que d,h", = 0.

[]

Observacién. El cambio infinitesimal de coordenadas (3.3) corresponde al
flujo ¥, del campo vectorial &, que satisface ¥* ;n =n — s L¢n. Asi, la transfor-
macién (3.4) es equivalente a 0h,, = —(Len) -

Mostraremos qué sucede con los términos del tensor de Einstein al elegir el
gauge de Lorentz. Tenemos:

G = % (86“(9#}_1&” + 80‘&,7% — nuyﬁaaﬁﬁag — 8a8af_l,w) +0 (82) .

Luego,

] 6‘105;@5 = 0, (85?10"3) = 0, pues aﬁﬁaﬁ =0.

o 0°0uhay = 0a0uh®, = 0a0umavh®® = 15,0, (0ah°7) = 0.

o 0°0,hya = Oadyhy® = 0a0mpuh" = 15,0, (0.h°7) = 0.
Asi, si tomamos el gauge de Lorentz, el tensor de Einstein nos queda:

€ ron T
Gy = =50 0ahyu + O ().

Luego, si estamos en el vacio y despreciamos O (£?), obtenemos,

Ohy =0 (3.7)

Esto muestra que la métrica, bajo el gauge de Lorentz, obedece una ecuacion
de onda en el vacio.
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Surge una pregunta natural: ;Cémo sabemos que esta eleccién de coordenadas
no restringe la fisica? En otras palabras, como asegurar que lo que se derive luego
de imponer 855"‘5 = 0 no es sélo valido en un sistema particular de coordenadas.
Invocar el principio de covarianza en este caso resulta delicado, pues estamos
trabajando en relatividad linealizada y esto nos aleja de la formulacién covariante
de la relatividad general. Lo que asegura que no estamos trabajando en un marco
que tiene validez en un sistema de coordenadas en especifico es que el gauge de
Lorentz deja invariante el tensor de Riemann linealizado.

Proposiciéon 3.2. El tensor de Riemann linealizado (2.4) es invariante bajo el
gauge de Lorentz.

Demostracion. Consideramos el cambio infinitesimal (3.3). A primer orden,
la perturbacién transforma como (3.4)

El tensor de Riemann linealizado viene dado por

Rpo;w = %npa (a,uaahoa/ - a,uaahuo - auaghcx,u + auaah,ua> .

Tomando variaciéon en el tensor linealizado obtenemos

MWWV:ZHWG%@&M,—@aﬁmg—@@ﬁmw+@aﬁmm) (3.8)

Sustituyendo (3.5) en (3.8) resulta

E
5WW=—yWh@@@+@m‘@@@@+&m

- auaa(aafu + auéoz) + auaa(auga + aa&u) . (39)

Como las derivadas parciales conmutan, los términos de cancelan a pares
y resulta
OR’ 5, = 0.

Por lo tanto, el tensor de Riemann linealizado es invariante bajo transfor-
maciones de gauge. O]

Observacion. Este resultado no depende de imponer el gauge de Lorentz,
vale para cualquier {* suave. En particular, al escoger {# para satisfacer 9*h;,, =
0, el tensor R’,,, (a primer orden) permanece invariante.

La solucién maés directa de D}_LW = 0 esta dada por ondas planas de la forma

Ty = Re {A,,e™""} (3.10)
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donde A, es un tensor constante y

koa” = —Za® + Kot + K%® + ' = — et + Ko+ Ky + k2,

Afirmacién. Si (3.10) es solucién de (3.7), entonces k,k“ = 0.
Demostracion.

D}_lul, = naﬁaaagf_l#y
= Re {no‘ﬁAWikaikﬁeik"xa}

= —kok%hy
Si I:li_zw, = (0 y la solucion es no trivial, entonces
ko k™ = 0.

]

La condicion k.,k“ = 0 significa que el covector de onda es nulo. Si escribimos
k* = (w/c, k), entonces dicha condicién implica

2
w —
(%) +1mE =0,
c
o equivalentemente, w = C|E |. Esta relacién muestra que la perturbacion se pro-

paga a la velocidad de la luz en el vacio.

Notemos que, en principio, A,, tiene 16 grados de libertad. Sin embargo,
como ;LW es simétrico, se reducen a 10 los grados de libertad. Por otro lado, al
imponer el gauge de Lorentz, los grados de libertad de la perturbacién se reducen
a 6, en efecto:

0 = 93h* = Re {iky A* ™"}

Luego, kg A*® = 0. Bajando indices, concluimos que el gauge de Lorentz implica

Aupk” =0 (3.11)

Por simplicidad, consideraremos la onda gravitacional viajando sélo en la
direccién +z, asi

hok® = — (k)2 4+ (k%)% = — <“>2 L) =0,

c

por lo tanto, k% = w/c. Quedandonos k? = (w/c,0,0,w/c). Asi, tenemos que
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0
Ao Ao Aw Am\ (V1
Ann A A Ags 0 _ 0
Apa Aa Ay Ass 0 0
Aoz Az Az Asg w/e 0
Por lo tanto:
w
= (Ao + Aoz) =0 = Aoz = — Ao,
w
- (Agp + A3) =0 = A3 = —Ay,
w
E (AOQ + A23) =0 = Agg = —AOQ,
w
- (A03 + Asg) =0 = Az = —Apz = Ago.

De esta forma, hemos quitado 4 grados de libertad y las componentes libres que

quedan, son
{A007 AOla A027 Alb A127 A22}

3.2. Gauge TT

Ahora, usaremos el gauge TT para fijar otras 4 componentes. Primero, note-
mos que la eleccién de £* en la transformacion 2 — 2/* = x* + ££%, |e| < 1 no
es Unico, pues recordemos que se requiere que ¢ satisfaga [1£¢ = 86710‘5 y esto
nos permite anadir cualquier componente x¢ que cumpla Clx® = 0. En efecto:

0h™" = D(€™ + x*) = 0™ + Ox* = 0™,

Asi, el gauge de Lorentz conforma un conjunto de sistemas de coordenadas, no
s6lo un tnico sistema.

Como x® tiene 4 grados de libertad, podemos definir otras 4 restricciones
sobre A,,.

Proposicién 3.3. Dada la solucién de onda plana
h(7) = Re {Aweikpwp} :

podemos realizar una transformaciéon infinitesimal de coordenadas que preserva
el gauge de Lorentz y tal que en el nuevo sistema de coordenadas,

u'A,, =0, (3.12a)
UWAW - 0; (312b)

donde u* = (¢, 0,0,0). Esto corresponde al gauge TT.
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Demostracion. Consideremos una transformacién infinitesimal de coordena-

das
" =2t 4 e xH(x), le] < 1.

A primer orden, la perturbacién de B;W se transforma como
B;.Ll/ = BMV - ea/LXV — & auXu +¢ T]uuapxp7 (313)

(ver transformacion (3.6)). Para preservar el gauge de Lorentz, se debe cum-
plir que Ux* = 0.

Tomamos

X*(z) = Re {Z C“eik”zp} , (3.14)
donde ¢* es constante. Como k,k” = 0, se tiene
Ox* = Re {—i kk? ¢"e™" } =0,
de modo que esta transformacion psatisface el gauge de Lorentz.

Ahora, derivando (3.14) y sustituyendo en (3.13), vemos que
ﬁ;y = Re {A,ﬂ,eikwa} —¢ Re {—kugyeik”"} —¢ Re {—k‘yCMeik"ma}
+ e Re {—k,¢reo"}
= Re {[Au + & (kG + koG — k(7)) €77}
Por lo tanto, la amplitud transformada es
A;w = A + € (kuC + koG — 1k, CP) -
Para relajar la notacién definimos C), := € (,,, asf,

A,IMV == A‘uy + k/J,Cl/ + kl/C:u' - ﬁ“ykpcp

Queremos elegir €}, de modo que

u'Al, =0, (3.15a)
WAL =0, (3.15h)

Como u* = (¢,0,0,0), la condicién (3.15a) equivale a Aj, = 0. Para v = j,
con 7 =1,2,3, se obtiene

0 - AB] - Aoj + k’on + k‘jCo,

de donde
Cj - —kal(Aoj + ijo). (316)

37



Ahora consideremos v = 0. Tenemos
0= A60 = A00+2/€000—7700]{3PC’0 = A00+2k000+k’p0p = AOQ—FkoC(]"—’f]ijk'iCj
Sustituyendo (3.16), se obtiene que

0 = Aoo + ]{3000 — nijl{?ik'al(Aoj -+ k?jCo)
= Ago — nkik  Agj + (ko — 117 kikskg ') Co.

Como k,k? = 0, se tiene que n"k;k; = ki. En consecuencia,
0= AOO — nijkik’o_lej — 0= —kIQAO() + nijk‘iAQj = nuukquy,

esta ultima expresion se anula debido al gauge de Lorentz (ver (3.11)). Asi,
Cy es arbitrario y la condicién (3.15a) queda satisfecha tomando C; como
en la ecuacion (3.16).

Nos queda imponer la condicién (3.15b),

0=n""4,,
=" A + 0" (k.Cy + kCy — 0k, C°)
=AMl —2k,C"?
= A"+ 2koCoy — 207 k;C;
= Ay + 2koCo + 20 kiky " (Aoj + k;Co)
= A", + 4koCo + 207 kikg ' Ao,
Asi, -
o AP, + 297k Ay,
4k2
Por lo tanto, si fijamos Cj de acuerdo a (3.17) y C; como (3.16), entonces
las condiciones (3.15) son satisfechas.

Co =

(3.17)

]

Por la proposicion anterior, existe un sistema de coordenadas en el cual la am-
plitud satisface

uA,, =0, A, = 0.

En lo que sigue, trabajaremos en dicho sistema y, por simplicidad de notacion,

seguiremos denotando por A,, a la amplitud en estas nuevas coordenadas.

La condicién u*A,, = 0 implica Ay, = 0, pues u* = (¢,0,0,0) y en conse-
cuencia fija 3 componentes de A,,. En efecto, nos impone que Agy = 0, Ap1 =0,

Agz = 0. En principio, también fija Agz3 = 0, pero esta restriccion es redundante
pues Agg = —Aps v ya fijamos Ag.
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Por tltimo, la condicién de traza nula n**A,, = 0. Es decir, tenemos que
A+ A =0,

por lo que Ay = —As y con esto hemos fijado otra componente de A,,,. Asi,
solo nos quedan dos grados de libertad, que definiremos como:

All = —A22 = A+ = |A+|6itp+ y A12 = A21 = AX = |/4><|€7;(p><

Por lo tanto, al aplicar el gauge T'T, nos queda:

0 0 0 0

ATT: 0 A+ AX 0
w0 Ay —Ay 0
0 O 0 0

Vemos que en el gauge TT se tiene que Ajy = Aj" = 0y, para una onda
que se propaga en la direccién +z, también A3 = A" = 0. Asi, podemos
representar la amplitud mediante

Ay Al 0
A=A, —AL 0
0 0 0

Por ultimo, notemos que el gauge TT, implica que Bjk = hjg, en efecto,
tenemos que hj; = hj, — %njkh (njx = djx), donde h = n*"h,, = 0 por la
condicién de traza nula del gauge TT. Por lo tanto, bajo el gauge TT, se tiene
que B

Usamos el superindice T'T para recalcar que estamos dentro del gauge T'T.
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Capitulo 4

Medicion de una Onda
Gravitacional

Analizaremos la accién de una onda gravitacional en la separacién de dos
particulas de prueba, A y B. Definiremos un marco de referencia propio sobre
A. Consideramos la linea de mundo de A:

d K
xi@—) = (07-707070)7 ut = % = (C,0,0,0)
T

En coordenadas de Fermi normales centradas en A,
ds? = —c*dr?* + dpda’da™ + O (|x]|2) dx®dz”
Sea n* =z, — 2!y el vector que une A con la otra particula B.

Proposicion 4.1. La ecuacion de desviacion geodésica para el vector n* es

D*nH
dr?

= —R',gun’u’, (4.1)

donde D/dr es el operador introducido en (1.14). En particular, para las com-
ponentes espaciales,
D?nf ,
= —RI g unFu’.
dr? e

Demostracion. Tenemos Dnt /dr = dn* /dr + Tt n” dz? /dr. Asi,

dr2  dr

D?n# B d (Dn“) w Dn? dx?
dr Yo dr dr
(*) (**)

Ahora, si consideramos dos geodésicas vecinas z#(7) y z#(7) + £*(7), con
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|€#] < 1, entonces x#(7) satisface la ecuacién de la geodésica,

d?z* dz? dxP

dr? + ( )dT dr

mientras que z#(7) 4 £"(7) satisface

(2 + §") d(z” + &) d(z” +¢)

re =0.
dr? + ( +¢) dr dr
Podemos escribir esta ecuacion, a primer orden, como
der dx” dff’ , dx” dx?
2I# — = 4.2
arz T g g T g =0 4.2)
Por otro lado,
D¢gH der d dz? dg” dx” d?x?
= — (I + T e &r—— 4.3
dT(dT) R e R e e = R
donde
d dx®
n ¢ = O,I'" |
dr """ d e
Pat L, datde?
dr2 % dr dr
Sustituimos en (4.3):
D¢gH d2§ dx dx? dg” dx” dz® dz”
re 4+t = — re
d7<d7> ar F g Ol Tt Ty )
Por otro lado, el término (xx) es
D& da? d& dx?\ dx’
b —=——=T% Iy, & 4.4
- Ap<d+ €d>d7' (4.4)
Sumamos (x) y (4.4), queddndonos:
D3¢ d*¢m dx” dgP dz® _, dz” pdx? dz?
— = 2I# — 40, —— +|I" F — LI —_
dr? dr? et dr dr +0: 1, dr ° dr { oA FA }5 dr dr
(4.2) —gag, T, d;: dpr
Asi, renombrando indices mudos, obtenemos
D¢r Y y 1dx? dx?f p da? da”
qr? = |:8JFZP - 8krgp + FZAka - FZ)\FO'/):I Wf W = pko’g dr dT
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Usamos la ecuacion (4.1) con u = dzx'y/dr, pero como u* = (c,0,0,0), la
ecuacion de desviacion nos queda

D?*nd

— _2p] k
d7'2_ CROkon

2 k
= —C RjOkOn

donde usamos ¢;; = diag(1, 1, 1) para bajar indices. Sobre la linea de mundo de A
(27, = 0) los stmbolos de Christoffel se anulan (T, = 0). Como ademés n/ = ),
(pues A estd en el origen), el covariante D /dT se reduce a la derivada ordinaria,
por lo tanto,

2.0
d*xp
dr?

Por otro lado, el tensor de Riemann linealizado (2.4) en el gauge TT satisface

2 k
= —C RjOk:O:UB

e O*hLT 5

Asi,

2, e (0PhLT
b= (G ) o () 9

Si antes de la llegada de la onda gravitacional las particulas estaban en reposo
con respecto a la otra y su separacién inicial era w7, entonces integramos (4.5)
y obtenemos,

P(r) = ok (5]k+ : jk)+0( 2)
Luego, contraemos:
0ijrpry = 0ij (xiBO + hﬁTﬂfgo) (x]éo + hyTlTxlBO) +0 (52)
= 0ij Tpo Tho + 5 5@] (h o Tho + h]l o 37Bo> +0 (52)
= 61 X0 Thao + = (h]TkT o T + by @l 3530) + 0 (52)
= 0y 0 xBO + 5h;k xBO mBo +0 (52>
Si escribimos ‘
h]TkT — Re{Ajkelkpxu} :
entonces
5ij$3§$33 = 5ijx§30$%0 + e Re {(All(xlBO)Q + A22($2Bo)2 + 2A12x}30x230) et } +0 ( )
= 5ijxi30x3§0 +eRe {|A+‘ ((%190)2 - (13230)2) Mt 42| A, |x1190x230€ik“x#} +0 (52)
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Tomando

Ay = |A+|€w+v Ay = |Ax|ei€9x7
y restringiéndonos al plano transversal z = 0, obtenemos,
0T = O TpoTho + 5[|A+’ ((37}30)2 - (37230)2) COS(Wt - 90+)

(4.6)

+2| A | 150250 cos(wt — <px>} +0 (52)

Comentario: Para una onda que se propaga en la direccién +z, en general la
dependencia espacial y temporal se escribe como e ““*=%2) Sin embargo, para
describir la deformacién de un anillo de particulas situado en el plano transversal
del detector, tomamos z = 0.

Para visualizar el efecto fisico de cada polarizacion sobre particulas de prueba,

consideremos un anillo de radio R de masas inicialmente en reposo (figuras 4.1
y 4.2).

Polarizacion +. Si sélo estd presente la polarizacién +, entonces la ecuacion
(4.6) queda

0ijply = Ot + €l Ar| ((wh0)” — (2)?) cos(wt — p) + O(E?),

Para una particula del anillo de masas situada inicialmente sobre el eje x, por
ejemplo, en (rk,, z%,) = (R,0), se tiene

00510 = R? + e| AL |R? cos(wt — 4 ) + O(£2).

Por otra parte, para una particula situada inicialmente sobre el eje y, por ejemplo,
(1h, 7%0) = (0, R), se tiene

01l = R? — e| Ay |R? cos(wt — 4 ) + O(?).

Por lo tanto, las particulas ubicadas sobre los ejes x e y oscilan en oposicion de
fase, es decir, cuando la distancia al origen aumenta en una direccién, disminuye
en la direccion perpendicular. Esto muestra que la polarizacion + produce una
deformacion alternada a lo largo de los ejes coordenados, tal como se observa en
la figura 4.1.

Polarizacion x. Si solo esta presente la polarizacion X, entonces la ecuacion
(4.6) queda

0Tty = 600, 4 26| Ay |1 hoah, cos(wt — @y ) + O(e?).

Para una particula situada sobre la diagonal del anillo, por ejemplo, en

(b h0) = (55 j;) ,
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wt =@+ wt = @

Fig. 4.1: Polarizacion + (JAy| # 0, |Ax| =0).
obtenemos

80 tly = R? 4+ e| A | R* cos(wt — px) + O(£2).

Mientras que, para una particula diametralmente opuesta a la anterior, es decir,

: (b o) = (2 —2) ,

01l = R? — e| Ay |R? cos(wt — px) + O(?).

se tiene

Asi, las particulas situadas sobre diagonales perpendiculares oscilan en oposicion
de fase. Esto muestra que la polarizacion x produce una deformacién rotada 45°
respecto de la polarizaciéon +, como se ilustra en la figura 4.2.
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wt =Py +7 -

Fig. 4.2: Polarizacién x (JAx|# 0, |AL| =0).
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Capitulo 5

Generacion de Ondas
Gravitacionales

Estudiaremos la fuente de una onda gravitacional. Ahora, no podemos des-
preciar el tensor energia momento, pues sera distinto de vacio en la fuente que
origina la onda gravitacional. Consideremos el siguiente bosquejo de la situacion.

Fig. 5.1: Aproximacion zona lejana

Nos interesa calcular el campo EW en la zona lejana a la fuente, donde esta
localizado el detector de la onda y podemos aproximarla a un frente de onda
plano. Es decir, tomamos |7| > R. Asi, en el gauge de Lorentz y considerando
la fuente, tenemos la siguiente ecuacion:

- 167G

Ohy, = T

Iz

. (5.1)

Para resolver (5.1) se introduce la funcién de Green del operador O, que se
define como la distribucién G(¢,7;t',7") que satisface

O G(t, 7t 7)) =6t —t") 6O (7 — 7). (5.2)
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Notemos que si definimos

- 1
Ro(t, 7) = —207C Lt [ @ Gl st ) Tl ), (5.3)

ct

entonces, al aplicar [J sobre (5.3) y usando (5.2), se obtiene

- 1
u huu(tv F) = - GZG /dt, d37”/ 5(t — t’) 5(3) (f’_ 7:’/) 7’1#1/(15/7 7;»/)
C
167G .
- ct T/W<t7r>7

lo que verifica (5.1).

Proposicién 5.1. La funcién de Green retardada

16 [t— =]

o C
A |7 — 7|

Gt, 71,7 = (5.4)

es solucién de (5.2).

Demostracion. Definimos la transformada de Fourier espacio-temporal como
(por simplicidad fijamos la fuente en el origen):

Clw, B) = / & / T dt G, t) e e (5.5)
R3 —o0
Bk o dw =, o
2\ — hatadl i(k-F—wt)
G(t,7) /R Y [ oG R)e , (5.6)

La delta de Dirac tiene la representacion

) Bl (o dw g
0= B [T B

Aunque el término §(¢)6® (7) no es una funcién ordinaria, puede interpre-
tarse como una distribucion temperada. En este marco, la transformada de
Fourier se entiende en el sentido de distribuciones temperadas, para un trata-
miento més formal, ver [BB15]. Sustituyendo (5.6) y (5.7) en (5.2), y usando
que
] i(k-F—wt) _ < 2 W2> i(k-F—wt)
e =|—-k"+ = )e ,

obtenemos:

Por lo tanto,

Gl B) = —5 (5.8)




Asi, la integral que debemos resolver es

dSE =, oo —iwt
k7 / i (5.9)

—o0 2T wW? — 22

I,

Primero, evaluamos la integral en w. Utilizamos el teorema del residuo,
donde tenemos los polos w = Zck. Como los polos se encuentran sobre
el eje real, debemos desplazarlos infinitesimalmente al semiplano inferior
(w= tck—ie, con e > 0). Para t > 0, cerramos el contorno por el semiplano
inferior y aplicamos el Teorema del Residuo:

I _ /oo dﬂ e—iwt
Y Joo 21 (w — ck +ig)(w + ck + ig)
f(w)

= —i» Resf(w)
. e—ickt eickt
:_Z< 2k 20/{:)
_ sin(ckt)
ck

Para t < 0, el contorno se cierra por el semiplano superior, donde no hay
polos, por lo que I, = 0, que es lo esperado respetando causalidad.

Sustituyendo este resultado en la integral espacial y pasando a coorde-
nadas esféricas, donde d®k = k2sin0dk df do, k - 7 = krcosf y r = | 7:

o k2dk sin(ckt) (2~ m :
A 2 : ikr cos 0
G(t,7) = —c /o @ ok /0 qu/O sinf e db

La integracion angular resulta en:

1 ikr _ —ikr in(k
27'('/ elkrudu = [el{;e] _ 47TS1H( T)
—1 (3

T kr

Reemplazando la parte angular en la integral principal y simplificando:
% k2dk sin(ckt) sin(kr)
G(t,7) = —c* / 4
(t.7) “ o (2m)3  ck ( " hr
c o )
= —- /0 sin(kr) sin(ckt) dk

2m2r
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Utilizando la identidad trigonométrica sin Asin B = L[cos(A — B) —
cos(A + B)|, podemos reescribir el integrando:

Cc

G(t,r)=— /OOO [cos(k(r — ct)) — cos(k(r + ct))] dk

42y

Como el integrando es una funcién par respecto a k, podemos extender
el limite de integracion de —oo a oo dividiendo por la mitad, y expresar los
cosenos como exponenciales complejas:

G(t,’F) _ ¢ /OO {eik(r—ct) . eik(r—l-ct)} dk

87T2T —o0

27 (x):

Cc

m2r

{%ar—dy—%ar+aﬂ

Dado que estamos evaluando para » > 0 y t > 0, el término r + ¢t es
siempre positivo, por lo que §(r + ct) = 0. Asi,

G(t,7) = —6(r — ct).

A7y

Finalmente, reincorporando 7/ y ¢/, vemos que

1ot — = -]

o Cc
A7 |7 — 7|

G(t, 7t ') =

Usando (5.4) y sustituyéndola en (5.3) vemos que

167G 11 P
Py (£, 7) = — /11§3d3$/47|_’ ﬁl|TW<t— ,r’)

c r—T c
4G 1 =7
=— | v ——— T, |t - |,r’ :

ct Jrs |7 — 7 c

donde 7 = (z', 2%, ). Estamos integrando sobre todo el espacio, sin embargo,

T,, # 0 tnicamente en Sg. Asi,

_ 1 167G 1 7 — 7
hyt,ﬁ:—/ A3z’ T t— L7
o (t57) 17 s, Z 7 — 7] u( r

| c

Estamos estudiando h,, cuando r > R, luego, podemos aproximar |7 — 7’| ~ r,
con r = |7|. En efecto;
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Recordando la representacién integral de la funcién delta de Dirac, [*°_ e®**dk =



=

7’2 Por

|F—F'|:\/r2+r’2—2F-F’:r\/1+2—2 =r(1+0("/r)).
r r
Asi, podemos aproximar
- 4G .
By (t,1) = ar s, >z’ Ty, (t —r/e, 7). (5.10)

Notemos que ahora h,,, depende de r, asi, mientras mas lejos estemos de la fuente,
mejor sera la aproximacion mediante ondas planas en una vecindad de 7.

5.1. Cuadrupolo

Consideremos el momento cuadrupolar definido por

1
Qre(t) :/ d%p(t,?) TRTy = —/ d?’xToo(t,F) TLTy. (5.11)
Sk 2 Jsy

Derivando respecto del tiempo,

d 1 .
ang(t) = E/S dgl' 60T00(t,r) LTy
R

Recordemos que en la las ecuaciones de campo son libres de divergencia como
consecuencia de la identidad de Bianchi, es decir, V,G*” = 0, esto impone que
V,IT" = 0. En la teoria linealizada, esta ley de conservaciéon pasa a ser 9, T =
0. Usamos esta ley de conservacién, escribiendola como 9T + 9;T°° = 0 para
sustituirla en la expresiéon de la derivada del momento cuadrupolar:

Lortwy =~ [ oo fs!
dt c Jsg ! ’

= —1/ dx {& (Tio(t, F)xk:z;e) — T, ) (6t + 5ka)}

Por teorema de Gauss,

/SR d*x 0; (Tio(t, F)xkxé) = s, A2z T(t,7)z"z" = 0.

=0, pues 7% = 0 en la frontera

Luego,

1

7/ B (Tko(t,f')xg—kTm(t,F)xk)
Sgr

c

d
%QM@) =

Derivando nuevamente y usando la conservacion, llegamos a

d2
@Q’%)zz i d>x T (t,7) (5.12)
R

20



Por lo tanto, usando la ecuacién (5.12) y (5.10), podemos relacionar la pertur-
baciéon con el momento cuadrupolar:

2
R (t,r) = iGT s, B TH(t —r/)ec, 7)) = iGTthQM(t —r/c)
Finalmente, obtenemos la férmula cuadrupolar en la zona lejana:
hie(t,r) = Ed—z@u(zﬁ —r/c) (5.13)
’ cAr dt?

Esta expresion involucra explicitamente el momento cuadrupolar (), definido
en (5.11). Surge naturalmente la pregunta: ;por qué la radiacién gravitacional
esta controlada por el cuadrupolo y no por otros momentos de la distribucion
de masa-energia? Para responder esto, debemos examinar si otros momentos
multipolares podrian, en principio, sustituir a Qy, en la ecuacién (5.13).

Monopolo

El momento monopolar representa la masa-energia total del sistema:

1
3 - 3 =
M(t) = /d 2 plt, ) = g/d 2 Too(t, ) (5.14)
Para un sistema aislado, la conservacién de la energia total implica:
dM
i
dt
Por consiguiente:
d*M B
dt?
Esto muestra que el monopolo no genera radiacion. Este resultado tiene una
interpretacion geométrica mediante el teorema de Birkhoff que enunciaremos a
continuacion.

Teorema 5.1 (Birkhoff). Toda solucion esféricamente simétrica de las ecuacio-
nes de Einstein en vacio es localmente isométrica a la soluciéon de Schwarzschild,
la cual es por tanto tnica (salvo isometrias) y necesariamente estética.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [MTWT73]. Este teore-
ma nos indica que una fuente descrita inicamente por su monopolo (una estrella
pulsante esféricamente simétrica, por ejemplo) genera un campo gravitacional ex-
terior independiente del tiempo (métrica de Schwarzschild), y en consecuencia,
el monopolo no puede generar ondas gravitacionales.

Ejemplo 5.1. Una estrella que pulsa radialmente, por ejemplo, R(t) = Ry(1 +
esinwt), mantiene simetria esférica en todo instante. Por Birkhoff, el espacio-
tiempo exterior es la métrica de Schwarzschild estatica. Luego, no hay emision
de ondas gravitacionales.
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Dipolo

El momento dipolar esta dado por:

Too(t, &
Dy(t) = /d?’a: # x; = MXM(1). (5.15)
c
donde Xy es la posicion del centro de masa. Para un sistema aislado (sin fuerzas
externas), el momento lineal total estd conservado:
dD

E:ﬁzcte.

Derivando una vez mas: )

d°D;

dt?
Por lo tanto, si intentaramos usar D; en lugar de (s, obtendriamos radiacion
nula.

=0.

Asi, el monopolo M (t) es constante para un sistema aislado y el dipolo D;(t)
es, a lo mas, lineal en el tiempo (Dz = 0). Por lo tanto, ninguno de estos mo-
mentos puede contribuir a la parte radiativa del campo en la zona lejana. En
consecuencia, el primer multipolo que puede generar radiacion gravitacional es
el cuadrupolo. Sin embargo, la formula cuadrupolar (5.13) no esté bajo el gauge
TT, para hacerlo, primero quitamos la parte transversal:

hie = PiP]hij

donde P} es el operador proyeccién, dado por P} = i —nyn’, con n = 7/r =: f.

Algunas propiedades del operador proyecciéon, son:

. Pkl = Pfku

Asi, hf, = PiP} ﬁij garantiza que n’l_lg =0.
En efecto,

nlﬁg = nZ(PfPJ%M) = ni(oF — nznk)(éf — njng)ﬁkg = (nkF — nk)(5f —
nn)hie = 0.

Es decir, la onda no tiene polarizaciones en la direccién 7 (las polarizaciones
viven en el plano perpendicular a 7).

Ahora, quitamos la traza:

_ _ 1 L
g = higy — §Pk:£ (P”h?j)
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En efecto, A}l no tiene traza:
_ _ 1 o
ALY = ot (i — 3 (PURE))

_ 1 3 _

= 3 (PPl — 5 PP PP Pl
_ 1 _

y (P,;npglhmn _ QPMPm”hmn)

= P"™ hypyy — P™" hiy, = 0.

Notemos que podemos escribir i)' como

_ PR P

hig = (Pkpe] - 2PMP]> hij (5.16)
Ahora, podemos expresar la férmula cuadrupolar (5.13) bajo el gauge TT:

- 2G 1 d?
hll = = <P,;“PZ" — QPMPm”) ﬁan (5.17)

5.2. Enmergia de una onda gravitacional

Si la onda gravitacional existe, entonces debe transportar energia. Esto es lo
que estudiaremos ahora.

Una cosa curiosa es que la onda gravitacional es producto de la geometria del
espacio-tiempo, en otras palabras, es fruto del lado izquierdo de la ecuacion
de campo de Einstein. Sin embargo, toda la energia, momento, densidad de
materia, campos eléctricos, etc, se codifica en el tensor de energia momento,
lado derecho de la ecuacién de Einstein. Surge una especie de paradoja, si la
onda gravitacional existe, entonces deberia ser recogida por el lado derecho de
la ecuacién de campo, puesto que transporta energia, sin embargo, hemos visto
que nace desde la geometria del espacio-tiempo. Einstein abordé esto, mediante
el pseudo tensor de Einstein ¢, que definiremos en esta seccién.

Por simplicidad, en lugar de tomar la métrica (2.1), absorveremos el pa-
rdmetro € en la perturbacién h,,, de esta forma, la métrica a considerar es
Guv = Ny + hyw, con |y, | < 1. Luego, expandimos el tensor de Ricci,

Ru(n+h) = RUB + RYM] + -+,

Asi mismo, el tensor de Einstein se escribe como

1
Gw(n +h) = Ry — §Rguv = G;(}u) [h] + G;(fu) [h] + -,
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Escribimos la ecuacién de campo, como G, = kT},,. Asi,
1) (2) _
Gp,y [h] + Gp,u [h] toe= KJT/“/

Luego, GE}V) = k(T + tuw), donde t,, es el pseudo tensor de energia mo-
mento de Einstein, dado por

1 1
b = — (G 4 -) = 2 (G — L) (5.19)

5%

Notemos que ?,,, no es un tensor, pues GE?V) no es un tensor, ya que involucra
derivadas parciales, las cuales no transforman como tensor.

Notemos que 0*(7},, + t,.) = 0.

En efecto,
1
0" (T + ) = — MG\
_ 1 o aa 7 a7, a 281 an 71,
=50 (0°0uhaw + 0O hya = 00”0 hag — 0" Ouliy )
= 0.

Esta ley de conservacion nos indica que la energia en 7}, puede ser convertida
a t,,, en otras palabras, la materia 7}, pierde energia disipandose en forma de
ondas gravitacionales. Para entender esta disipacion, debemos calcular Gf?l,), que
es el término lider de ¢,,.

Usaremos que g" = (n + hy,)~t = n* — k* + O(h?). Con esto, obtenemos
que

R[] = — ;%W“(@uhw + Ol — Buhn)) + ;au(h““(auhw + Oyhay — Oah)
- in““((‘?ﬂhm + Ovhap — Oahun ) (0,hse + Oshg, — Oshye)
- in“"‘(auhax + O\haw — Oab )™ (Ophso + Ohip, — Oghye)
=- ;8u<h“a(8yhaa + Oshew — Oalioy)) + ;@L(h‘“"(&,hw))
b O I Ol + Dol — Dh)
- in““(&,hm + Ozhaw — Oahu ) (0uhgo + Oohsy — O5hye)

Recordemos que G, = R,,, — %Raggo‘ﬂ Guv- Asi, tenemos que

1 2) o 1 1)« 1 1) «
G® = R® iRggn O + ifz;gh 1 — ggggn ®h,u
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Calcularemos primero

1
loj = T G(()? [h],

que es la densidad de corriente de energia de la onda. Para construir G(()i-) usare-
mos el campo lineal en gauge TT,

hi (z) = Re{Ae™™"}, k% =0, kA, =0, A*, =0, hg, =0.

Notemos que el tnico termino que sobrevive de GOJ es R(()] , puesto que los otros
se multiplican por la métrica de Minkowski, que no tiene componentes mixtas
(m0; = 1% = 0). Asi, G [A™] = RS L™, Esto es,

1

1
R =~ 0, + 50T (Db 1)

WP (0;hg + dohly) — D))

1
+ 30 (Oahag) ¥ (915" + oy’ — 0shy')

1
-1 0™ (03h5% + Oah — Dshi ) (Ouhiy” + Oohiy — Dshig ).

Imponiendo la condicién de gauge hOTE = 0, la expresion nos queda,

1 |
R = -1 aa[hTT aB(ohi} )| + 50,

L (onTE) (o)
T
- D (o oW — 0un) ()

~ 1o, (KT P aeh) ) + ; Oa (WP 00h5)

TP (Bohy )

— DN

— 20h" T (00N + O\AT — Dh )

— s

1 1
=—3 o (WP aoh) ) + 5 0a (KT P ophly ) — Z 000,

Expandiendo con la derivada del producto y simplificando términos, obtenemos
que

RPN = hTT “P9;00hag + 8 RN
Tomamos hil = Re{Akge’k“”” b Ast:
1 o | o o
Ry} =3 Re{AMe™*"} Re{—Auhkokje™*"} + T Re{Aikoe™ "} Re{ Ayeik;e™=*"}

Si z € C, entonces Re(z) = (2 4+ 2)/2 y Re(iz) = (iz —iz)/2. Asi,

R(()i-) _ k08k (AM ihox? | Akto—ikon” ) (Akeeikgxa +Ak£e—ik0ma)
k:(l)é?j (Akéieikdm" . Ak[z-e—ik(,m”) (Akﬂeikax” _ Akﬂe—ik(,x")
3 kok] AkZA

— —gk‘okj (AkéAM€2ikgm" + Aké;lkfe—%kam")
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Por lo tanto,

K'tOj — _G :kok (AkéA 621160.’17 + AkéA eszkgx ) +

Notemos que el primer término de rtg; oscila en el tiempo periédicamente, por
lo que si sacamos el promedio temporal (-), nos queda:

kokj

k08 kj Akz AM

AR Ay,

K(toj) =

Definimos s; = —t,;u®, que es el vector de flujo de energia que mide
el observador (andlogo al vector de Poynting en electromagnetismo). Para el
observador en reposo en el laboratorio, tenemos que u* = (c,0,0,0). Asi, s; =
—cty;. Luego, el promedio temporal de s;, es (s;) = —c(to;). Por lo tanto,

VoW Ak A
K(sj) = e ke

En efecto. Tenemos que k k% = 0, es decir, —(k°)?+ (k)24 (k?)?+ (k3)? = 0
La direccién de propagacién de la onda es i = k/| k|. Luego, k; = (w/c)n;
(y ko = —w/c). Asi,

kok

2
K<t0j> = JAMA kt — —877’LJAMAM

2 —
Por lo tanto, x(s;) = —kc(to;) = g—njAMAM.
c

Podemos expresar (s;) como

CTLJ

(s) = ] (Ooh™" Mohi" ) (5.19)

En efecto,

(00h™ 0okl ) = (Re { AMikoe™" ) Re { Apgikoe™ "} )
_ 713 (Ao — i) (Apgics” — Aygiehee))
2 2
— kO AMA o AkﬁAM

Asi,

(57) = 04 (20 (QohTTH Qo >> = T2 (™M)

8ck \ w?
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Usando la expresién (5.16) y derivando, vemos que
, . 1 .. _ _
8QhTTk£a()hg€T = (P”st — 2P”PTS) aohijaohrs
Por lo tanto, el promedio temporal del flujo de energia (5.19) se escribe como

(s;) = (PWP”S - ;Pm"P“> (O0hmn Do )

C?’Lj

4K
Derivamos h,,, con respecto a 2° = ct (ver (5.13)) y vemos que

- Kk d?
aOhmn - 471'7‘6@@7)1”(15 - T/C)

Por otro lado, recordando que el operador proyeccién se define como P™ =
0™ —n™n’ es facil ver que

1 6mn5rs My N Ty S
PPNt — _pmnprs — §mrens — =20 n"n® 4+ 6M"n"n® + nnnn
2 2 2
Por lo tanto,
(sj) =
/inj 6mn57‘s n"n""n"n’ d3 an dS Qrs
577’11”5718 _ _ 2577’”” n. .S 57”77/ T .S
647r27’20< 2 e T >< it dt?
(5.20)

Nos interesa saber la cantidad de energia irradiada por la onda gravitacional.
Definimos la potencia radiada como el flujo total que atraviesa una esfera grande
S, de radio r > R:

P(t,r) =1r* / (s;)n? dSQ, (5.21)

donde df2 = sin # df d¢. Para calcular la integral (5.21) nos son ttiles las siguien-
tes identidades:

o 4 -
/ nind dQ) = —© o,
2 3
4
15
La demostracion de ellas se encuentra en el apéndice. Usando estas identidades
para resolver la integral de (5.21) y notando que [y 67dQ = 6“4m y nyn! = 1,
obtenemos que

/ n'ninfnt dQ = ((5”(5“ + 0§t (5“(5”).
S2

P p—t
ATk g gns ymn§rs B 24mr fns N ymngrs N ymngrs + ymr §ns + ymsgrn d3 an d3 Qrs
6472c 2 3 3 30 dat3 dt3

Simplificando, vemos que

11 1 2 3 3
P(t,?“) K <5mr5ns L ymsgTn 6mn6rs) <d an d Qrs> (t . ’I"/C)

~ 16me \30 30 15 a3 de
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Claramente, 6™"6"™ # §™%6"™, sin embargo, si contraemos con la tercera derivada

del momento cuadrupolar, que denotamos como @ ,.,, vemos que
e, = QM = Q= (5.22)
por lo que, en este caso, podemos tratar,
Como Q I Q m» al contraer se tiene
070" Qi Qs = Qn Q™" = Q1 Q™" = 6™6™ Q1 Qs
Asi, simplificando, la ecuacién (5.22) nos queda como
P(1) = s (0@ 4 50,0, @™ = 0N (= 10
= o (@ @™ = 5@ = /0
Si usamos el momento cuadrupolar reducido
Qi = Qij — ;)%‘Qkk, (5.23)
es facil ver que la ecuacion de la potencia se reduce a
P(t,r) = 55 (Qpn @™) (¢ = 1/0) (5.24)
5¢

La ecuacion (5.24) se conoce como férmula cuadrupolar de Einstein.
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Capitulo 6

Aplicacion a un Sistema Binario

En este capitulo aplicaremos el formalismo desarrollado a lo largo de la tesis
al caso concreto de un sistema binario de estrellas no relativista. En los calculos
se asumira que estamos trabajando en érbita circular, a no ser que se especifique
lo contrario.

6.1. Radiacién gravitacional en sistemas bina-
rios

Consideramos dos masas m; y my en Orbita circular no relativista (las veloci-
dades orbitales son mucho menores que la velocidad de la luz), separadas por una
distancia a. Asumimos que el sistema esté aislado. En coordenadas cartesianas,
con el plano de la érbita en el plano xy, las posiciones de las masas son:

7 (t) = (ﬂ]\?a cos(wt), %a sin(wt), 0) : (6.1a)
o (t) = (_77]\141& cos(wt), —%a sin(wt), 0) , (6.1b)

donde M = m; + my es la masa total y w la frecuencia angular orbital. Por la
tercera ley de Kepler, sabemos que la frecuencia debe satisfacer:

, _GM

ad

(6.2)

w

Momento cuadrupolar
En la seccién anterior definimos el momento cuadrupolar como
1 3
Que(t) = 3/ d’x Too(t, ) wpwe,
c® Jsg
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donde Sg denota la regién espacial (volumen) de integracion, y Ty es la com-
ponente tiempo-tiempo del tensor energia-momento. En el limite no relativista,
Too ~ pc?, con p la densidad de masa. Por lo tanto, para un sistema de particulas
puntuales (de dos particulas):

2
Quelt) = Ym0 (2). (6.3)
j=1

Sustituyendo las posiciones, obtenemos:
Quo(t) = pa’ cos?(wt), (6.4a)
Qyy(t) = pa® sin®(wt), (6.4b)
Quy(t) = Quu(t) = pa® cos(wt) sin(wt), (6.4c)
Q..(t) =0, (6.4d)

donde p = mymy/M es la masa reducida. Los demés componentes son nulos.

La traza es
Q = Quk = Quz + Quy + Q2. = pa?, (6.5)
y el momento cuadrupolar reducido (libre de traza) definido en la seccién anterior
es Que = Qe — ééng, de modo que:

Qe = pia’ (cos2(wt) — ;) : (6.6a)
Qyy = pa’ (sinZ(wt) — ;) , (6.6b)
Quy = Q,z = pa® cos(wt) sin(wt), (6.6¢)
@zz = _;,ua2- (66d)

Amplitud de la onda gravitacional

Calculamos primero la segunda derivada temporal:

Qua = —2u0%w? cos(2wt), (6.72)
Qyy = 2p1a2w? cos(2uwt), (6.7b)
Quy = Quu = —2pa’w? sin(2uwt), (6.7¢)
Q.. = 0. (6.7d)

Notemos que, para una orbita circular, la traza ¢ = pa® es constante, por lo
tanto Qre = Qe

Sustituyendo (6.7) en (5.13), vemos que

cos| 2w sin (2w

(20te)  sin(2wter) 0

%@ﬂzf&ﬁﬁst%)—m@m@o. (6.8)
0 0 0
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Para obtener la expresion en el gauge T'T, proyectamos en la direccion de
propagaciéon n. En el caso particular en que la onda viaja en la direccion 2
(perpendicular al plano orbital), la proyeccién es trivial y obtenemos la misma
matriz para }_ziTjT. Identificamos las dos polarizaciones independientes:

4G

hy(t,r)= —;,ua w Cos(2wtret) (6.9a)

4G
hy(t,r) = —E,ua%ﬂ sin(thret). (6.9b)

La frecuencia de la onda gravitacional es el doble de la frecuencia orbital: wgw =
2w.

Potencia radiada

Ahora usaremos la férmula (5.24) para calcular la potencia radiada por la
onda gravitacional. Calculamos las terceras derivadas del cuadrupolo:

Qqp = 4pa’ss® Sln(2wt) (6.10a)
ny —4pa’e sm(2wt) (6.10b)
@xy = @ym = —4pa*w? cos(2wt). (6.10c)

Entonces:
0,07 =2[(Qa)? + (@,
=32 p%a*W’ (sin2(2wt) + COS2(2wt))
_ 32 ,LL2 4 6

que es constante en el tiempo, por lo que su promedio temporal coincide con el
mismo valor:

(Q,;Q@7) = 3220, (6.11)
Sustituyendo (6.11) en (5.24), vemos que
332G
_ gglfaziwfs
Finalmente, usando w? = GM/a®:
32 G4 2 MP

Esta es la formula de Peters y Mathews [PM63], aplicada a un sistema
binario de érbita circular. La férmula original (6.13), mostrada abajo, involucra
correcciones debido a la excentricidad de la orbita:

32 G 2 M3

— f(e) (6.13)

5 ¢ ad

P =

donde

73 37,
142 of 1 — o2)-7/2
fle) = +24e —|—966 (1—¢)

es la funcion de correccion.
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6.2. Consecuencias Fisicas

La emisién de ondas gravitacionales conlleva a una pérdida de energia del
sistema que se extrae de la energia orbital newtoniana F., = —GMpu/(2a). La
conservacion de la energia exige que la tasa de cambio de la energia orbital sea
igual a menos la potencia radiada,

dEorb
dt

= —Paw. (6.14)

Derivando la energia orbital (E,;,) respecto al tiempo e igualando a la po-
tencia radiada (6.12), obtenemos la tasa de contracciéon del radio orbital a:

64 G3puM?
5 cda?
El signo negativo indica que la 6rbita se contrae en el tiempo. Si diferenciamos la

tercera ley de Kepler (6.2), con w = 27/T donde T es el periodo orbital, vemos
que

a =

(6.15)

T .a
2— = 3—.

T a

Como a < 0, concluimos de la ecuacién (6.16) que el periodo debe disminuir
y por lo tanto, la frecuencia de las ondas gravitacionales del sistema, aumenta

(T'=1/f). Sustituimos (6.15) en (6.16):
3 ( MG?’/LM2> 96GPuMAT

(6.16)

T=:T 6.17
2 5 cdat 5 ¢ a (6.17)
Usando la tercera ley de Kepler vemos que a = (GM)Y3(T/27)?/3, luego tenemos
que T/a* = (2m)¥3(GM)~*/3T—5/3. Asi, podemos expresar la ecuacién (6.17)
como:

.96 G\*/*
T = —g(%)g/3 <3> pM?37=5/3 (6.18)
c
En la ecuacién anterior, la evolucién temporal depende de las masas tinicamente a
través de la combinacion pM?/3. Esto motiva la definicién de un nuevo parametro,

la Masa Chirp (M.):

(m1m2)3/5

M, = pPMPP = ——=
H (m1 -+ m2)1/5

(6.19)

Elevando a la potencia 5/3, vemos que M?>/® = uM?/3. Por lo tanto, podemos
reescribir la ecuacion (6.17) como

96

T = —€<27T)8/3 (

Mc 5/3
G) T3, (6.20)

3

Como vimos en las polarizaciones (6.9), la frecuencia de la onda gravitacional
es el doble que la frecuencia del periodo orbital (fow = 2fob), por lo tanto
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el periodo (orbital) es T = 2/ faw. Con la ecuacién (6.20) y notando que T =
—2faw/ féw, podemos calcular la derivada temporal de la frecuencia de las ondas
gravitacionales:

, 96 GMN°3
Jaw = = <C3 ) oy (6.21)

Las expresiones en (6.9) se han obtenido suponiendo una 6rbita circular con
pardmetros orbitales constantes (a = cte, w = cte), de modo que la amplitud
A= % pa’w? permanece fija. Sin embargo, hemos visto que la emisién de ondas
gravitacionales produce un pérdida de energia en el sistema binario, el radio
orbital a(t) disminuye y la frecuencia orbital w(t) aumenta. En consecuencia, la
senal debe entenderse como una onda cuasi-monocromatica con amplitud y fase

que varian en escalas de tiempo mucho mayores que el periodo orbital [Mag08].

Integrando la ecuacién (6.15), podemos ver que

256 500°G”
5 cd

a*(t) = ay — t,

donde ap = aney. Podemos escribir esta ecuacion de forma compacta, como
a(t) = ag(1 — t/t,)Y*4, (6.22)

donde
5  cdag
fo= ——
“ 256 G3uM?

En ausencia de fuerzas no gravitacionales adicionales, la pérdida de energia por
radiacién gravitacional hace que las dos componentes del sistema binario termi-
nen acercandose y fusiondndose en un tiempo t. (tiempo de coalescencia). En
orbitas elipticas, la emision de ondas gravitacionales es més intensa cuando el
sistema pasa por el periastro [MTW73]. Esto conduce a una disminucién progre-
siva de la excentricidad de la 6rbita y en consecuencia, tiende a circularizarse a
medida que avanza el movimiento en inspiral de los cuerpos [PM63].

(6.23)

En la ecuacion (6.17) vimos que el periodo disminuye en el tiempo. Si ahora
usamos la ecuacién (6.22) junto con la tercera ley de Kepler, vemos que el periodo
depende del tiempo como

2ra(t)’? 2w al?

£\ 3/8
Tt = = = \/G_M(1—tc) . (6.24)

Derivando respecto del tiempo,

: 3rad” t\ /8
Tt = ———F—m88n— <1—> . 6.25
Q 4/ GMt, le (6.25)

La figura 6.1 presenta la grafica de la ecuacién (6.25)
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Fig. 6.1: Grafico T'(t) v/s t

Usando la tercera ley de Kepler (6.2) y la ecuacion (6.22), podemos ver que
la amplitud de la onda de las polarizaciones (6.9) como funcién del tiempo es
4G GM  4G*uM 1
A(t) = ——pal )* 3 4 1/4
cr a(t) apctr (1 —t/t.)

Asi, podemos escribir las polarizaciones (6.9), como

ha(t,1) = —ho (1= t/t) " cos(B (1 — t/te)*/* (t = r/c)), (6.26a)
hoolt,7) = —ho (1= t/te) " sin(B (1 = /1) /% (t = r/c)). (6.26b)
donde )

Para tener una idea de como se comportan en el tiempo las polarizaciones
(6.26) las graficaremos tomando como modelo

h(t) = —ho (1 —t/t,)~ /4 cos(ﬁ (1—t/t) %8t —r/c)+ w), (6.27)

La Figura 6.2 muestra el comportamiento de la ecuacién (6.27) en el tiempo,
en el que a medida que evoluciona el sistema, tanto la amplitud como la frecuen-
cia de la onda crecen lentamente. En este modelo simplificado, la amplitud h(t)
diverge en t = t.. Esta divergencia no es fisica; nos indica que la aproximacion
empleada (no relativista, es decir, velocidades bajas y campo gravitatorio débil)
deja de ser aplicable cerca de la coalescencia. En un tratamiento completo que
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Fig. 6.2: Senal h(t).

incluya correcciones relativistas de orden superior, efectos de spin y deformacio-
nes de marea, la senal presenta tres fases caracteristicas: (i) un inspiral donde la
amplitud y frecuencia aumentan suavemente (como se ve en 6.2), (ii) una coales-
cencia donde la amplitud alcanza un méaximo (finito), y (iii) un ring-down donde
la senal decae exponencialmente, consecuencia de la estabilizacion del sistema
en el objeto compacto remanente [Perl7]. Esta secuencia fue observada en la
primera deteccién de LIGO el 14 de septiembre de 2015 [AT16] y se ilustra en la
figura 6.3

La Figura 6.3 muestra la senal de onda gravitacional GW150914, corres-
pondiente a la coalescencia de un sistema binario de agujeros negros. La senal
observada presenta claramente las tres fases caracteristicas de una coalescencia
binaria mencionada en el parrafo anterior: inspiral, coalescencia y ring-down. En
particular, la evolucion temporal de la frecuencia de la senal permitio estimar la
masa chirp del sistema. Usando (6.19) y (6.21) se puede ver que

A /5 \3/5
M, =S (283 p-11/3 )
G (967T FRr)

donde se calculé que, aproximadamente, M, ~ 30M, implicando que la masa
del sistema es de a lo menos 70 masas solares. Permitiendo concluir que la senal
detectada se origind por la fusién de dos agujeros negros [AT16].
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Fig. 6.3: Fuente: [AT16].

6.3. Deteccion de Ondas Gravitacionales

6.3.1. Deteccion Indirecta

La primera prueba de la existencia de ondas gravitacionales se debi6 al analisis
del pulsar binario PSR B1913+16, descubierto por Russell Hulse y Joseph Taylor
en 1974 [HT75]. Este sistema binario permitié comprobar la existencia de las
ondas gravitacionales de manera indirecta. Con los datos de las masas del sistema
y los elementos de la 6rbita, Taylor y Weisberg [TW82] comprobaron que el
sistema perdia energia de acuerdo con lo predicho por la relatividad general.
En particular, el periodo orbital no permanece constante, sino que disminuye
lentamente en el tiempo. En el marco simplificado desarrollado en este capitulo,
la ecuacién (6.25) representa este comportamiento en el caso circular y permite
capturar cualitativamente la tendencia general esperada.

En las Figuras 6.4 y 6.5 se ilustra la evidencia observacional del decaimiento
orbital del pilsar binario PSR B1913+16 debido a la emisién de radiacién gra-
vitacional. En ambos casos, lo que se grafica no es directamente T(t), sino un
residuo de fase/tiempo orbital, construido comparando los tiempos observados
de pasaje por el periastro con los tiempos que se obtendrian si el periodo orbital
permaneciera constante. Si T'(¢) decrece lentamente, como predice la relatividad
general, entonces el desfase temporal se acumula a lo largo de muchas orbitas
(el periodo orbital de este sistema es de aproximadamente 7.75 hrs [HT75]) y la
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Fig. 6.4: Fuente: [TW82]. Fig. 6.5: Fuente: [WT04].

grafica se curva, como se ve en las figuras. Esta tendencia es cualitativamente
consistente con el comportamiento esperado en el modelo simplificado desarro-
llado en este capitulo.

La figura de la izquierda tomada de [TW82] muestra ya una tendencia pa-
rabolica en los residuos, consistente con una pérdida de energia orbital segtn la
formula cuadrupolar; la figura de la derecha, basada en datos actualizados hasta
2004 [WTO04], confirma la misma tendencia con mayor precision y a lo largo de
una ventana temporal mas extensa, reforzando la concordancia entre la evolucion
orbital medida y la prediccion relativista para el decaimiento del periodo. Esta
comprobacion de la relatividad general, y en particular, de la existencia de las
ondas gravitacionales por medio de la visualizacién de la pérdida de energia del
sistema binario, proporciono6 una sélida confirmacion de la existencia de las ondas
gravitacionales predichas por Einstein hacia mas de medio siglo atras [Per17].

6.3.2. Deteccion Directa

La deteccién directa de ondas gravitacionales requiere medir variaciones de
distancia extremadamente pequenas entre masas de prueba en caida libre. La
estrategia de LIGO consiste en realizar esta medicién mediante interferometria
laser: un interferémetro tipo Michelson (ver figura 6.6), que convierte un cambio
relativo de longitud de los brazos en un desfase éptico medible en el fotodetector
[Mag08].

La Figura 6.6 muestra el esquema bésico de un interferémetro: el “beam split-
ter” B divide el haz laser en dos haces que recorren los brazos de longitudes d; y
ds, se reflejan en My y M,, y luego recombinan en el fotodetector. En ausencia de
perturbaciones, los haces se recombinan de manera destructiva, no permitiendo
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al fotodetector recibir el haz del laser. Al pasar la onda gravitacional por el labo-
ratorio, esta produce un cambio relativo en la distancia de los brazos, logrando
que los haces se recombinen no destructivamente, permitiendo al fotodector re-
cibir la sefial emitida de manera gradual. Si A es la longitud de onda del laser,
el desfase relativo debido a la diferencia de longitud de los caminos es,

27

A(t) = S2(d () — da(t)). (6.28)

donde el factor 2 viene del viaje ida—vuelta en cada brazo.

M,
:L’QT F
pal
dy
Y
' -¢ M,
B ds
Laser
Fotodetector

Fig. 6.6: Modelo interferémetro de Michelson.

Situamos el divisor de haz en el origen del sistema de coordenadas y supo-
nemos que la onda gravitacional se propaga en la direccién z2, de modo que el
efecto es puramente transversal. Recordemos que en el gauge TT, la distancia
propia entre el origen y un espejo situado en la posicién z viene dada por la
ecuacion (4.6):

A |((w50)” = (20)?) cos(wt — o+ )

+2| Ay | hor%e Cos(wt - cpx)} +0 (52)

i g i J
0ijTpTR = 04 TpoTpy + €

donde A, y Ay representan las amplitudes de las polarizaciones de la onda y w
es la frecuencia de la onda gravitacional.

Por simplicidad, y con el fin de ilustrar el principio de funcionamiento del
interferémetro, consideramos una onda plana incidente perpendicularmente al
plano del detector y con una sola polarizacién (hy # 0,hy = 0).
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Consideremos primero el espejo M; ubicado a lo largo del eje z', de modo
que en el estado no perturbado se tiene 2! = dy y 22 = 23 = 0. En este caso, la
distancia propia al origen resulta

di(t)* = dg(1 + |A{] cos(wt — @4)).

Andlogamente, para el espejo M, situado a lo largo del eje 2%, con 22 = dy y
! = 2% = 0, se obtiene

dy(t)” = di(1 — |A¢] cos(wt — o).

La senal interferométrica se manifiesta como una diferencia de fase entre los
haces laser que recorren ambos brazos, dada por

Ao() = T (s (1) — (1)
_ 4;050 W L+ Ay cos(wt — py) = /1 — | Ay | cos(wt — W) '

Dado que la amplitud de la onda gravitacional es extremadamente pequena,
|A4| < 1, se linealiza la expresion anterior a primer orden, lo que conduce a

4
Ag(t) = Tdo |Ay | cos(wt — ¢).
Esta expresiéon muestra que la senal medida por el interferémetro es directamente
proporcional al strain (perturbacion) gravitacional y a la longitud del brazo. En
la practica, lo que mide LIGO es la potencia del laser que llega al fotodetector
producido por el desfase de los dos haces de luz al llegar de vuelta al beam splitter

y ello permite reconstruir el strain de la figura 6.3.

6.3.3. Aplicacion Pulsar Binario PSR B1913+416

Para ilustrar la magnitud de estos efectos, aplicamos nuestros resultados al
sistema binario PSR B1913+16 (Hulse-Taylor), la primera prueba indirecta de
la existencia de ondas gravitacionales.

De la tabla 6.1 se desprende que la masa total y reducida son
M=my +my~28M,, =22 10707 M,
mi + Mo

Ademés, usando Kepler, el semieje mayor es a ~ 1.95 x 10° m.

Debido a que el sistema posee una excentricidad no despreciable, distinguire-
mos entre las cantidades que incorporan esta correccion y aquellas que se estiman
usando las formulas deducidas en la aproximacion circular. De este modo, los
resultados siguientes deben entenderse ya sea como valores corregidos por excen-
tricidad, o bien como estimaciones de orden de magnitud obtenidas a partir del
modelo circular desarrollado en las secciones anteriores.
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Parametro Valor

Masas my ~ 1.44 Mg, mo =~ 1.39 Mg
Periodo orbital T~T775h
Excentricidad e~ 0.617

Distancia a la Tierra r ~ 4.1 kpc ~ 1.265 x 10** m

Tabla 6.1: Parametros del sistema binario PSR B1913+16. Extraidos de [WT04]
y [DWNC1§]

Potencia radiada. Para estimar la potencia emitida, usamos la formula cua-
drupolar obtenida en el caso circular y la corregimos mediante el factor de Peters—
Mathews asociado a la excentricidad orbital. Para e =~ 0.617, este factor vale
aproximadamente f(e) ~ 11.8, de modo que

332G

P= (55u2a4w6> fe) = 7.8 x 10* W. (6.29)
c

Esta pérdida de energia se traduce, usando la ecuaciéon (6.18) corregida por el

factor f(e), en una disminucién secular del periodo orbital, del orden de T' ~

—2.4x 10712, Este valor, al contrastarse con las mediciones reportadas en [WT04],

resulta consistente con la prediccion relativista al nivel de aproximadamente

0.2 %.

Amplitud caracteristica de la onda. Si se usa la expresién deducida en la
aproximacion circular para estimar la amplitud del strain que llega a la Tierra,
se obtiene )

b 2O x 107, (6.30)

cir

Esta cantidad debe interpretarse como una amplitud caracteristica de orden de
magnitud, pues el sistema real no posee una Orbita circular. Aun asi, el valor
obtenido ilustra claramente la extrema pequenez de la deformacién del espacio-

tiempo asociada a una fuente de este tipo.

Estimacién circular del tiempo de coalescencia. Finalmente, si se emplea
la ecuacién (6.23), deducida bajo la hipdtesis de drbita circular, se obtiene la
estimacion

teoal = 5.67 x 100 s, (6.31)

Es importante subrayar que este valor corresponde solo a una estimacion circular
del tiempo restante hasta la colisiéon. Dado que el sistema posee una excentricidad
inicial apreciable, el tiempo real de coalescencia es menor. Ademés, en un trata-
miento mas preciso debe considerarse no solo la dependencia del flujo radiativo
con la excentricidad, sino también la evolucién temporal de esta tltima.
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Perspectivas de estudio futuro

El desarrollo presentado en esta tesis se ha realizado dentro del marco de la
aproximacion lineal de la relatividad general, considerando perturbaciones de la
métrica de Minkowski y aplicando los resultados obtenidos al caso de sistemas
binarios. En este sentido, una continuacién natural del presente trabajo consiste
en estudiar qué aspectos de la teoria cambian al relajar algunas de las hipdtesis
adoptadas.

Una primera direcciéon de interés es el estudio de ondas gravitacionales sobre
espacios-tiempo curvos. En lugar de considerar una perturbacion de la forma
g = 1+ h, podria trabajarse con una descomposiciéon mas general g = gy + h,
donde gy sea una métrica lorentziana no plana. Esto permitiria analizar cémo la
curvatura del espacio-tiempo de fondo influye en la propagacién de las perturba-
ciones gravitacionales, asi como extender el formalismo a contextos fisicamente
relevantes, como los espacios-tiempo de Schwarzschild o Kerr.

Otra posible extension consiste en ir mas alla de la aproximaciéon cuadrupo-
lar y del régimen lento utilizados en la descripcion de la fuente. Incorporar co-
rrecciones multipolares de orden superior, asi como términos post-newtonianos,
permitiria describir con mayor precision sistemas binarios compactos en etapas
avanzadas de su evolucion, donde los efectos relativistas adquieren un rol do-
minante. Sin embargo, si se desea evadir la singularidad dada por el modelo
aproximado y vista en la figura 6.2, entonces se debe usar relatividad numérica
para resolver las ecuaciones de Einstein sin aproximaciones.

Por otra parte, se podria seguir con el estudio del efecto memoria gravita-
cional, predicho por Zel’dovich y Polnarev [ZP74]. En esta tesis se analizé prin-
cipalmente el cardcter oscilatorio de las ondas gravitacionales y su acciéon sobre
particulas de prueba. Sin embargo, existe un fenémeno mas sutil, conocido como
memoria gravitacional, en el cual el paso de la onda deja una separacion relativa
permanente entre particulas de prueba. A diferencia de las ondas gravitacionales,
este efecto atn no se ha logrado medir y se espera que se logre hacer con el futuro
observatorio espacial LISA [IGB*25].

Por dltimo, una posible linea de continuacién de este trabajo consiste en
interpretar la teoria de perturbaciones desde el espacio de todas las métricas
lorentzianas Lor(M) sobre una variedad diferenciable M. Formalmente, si gy es
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una métrica de fondo y consideramos una familia g. = go+eh+0O(e?) con |e| < 1,
entonces la perturbacion h puede entenderse como una direcciéon tangente en gg.
En este sentido, las perturbaciones métricas pertenecen formalmente al espacio
T,, Lor(M) = T(S*T*M).

Como vimos en el capitulo 3, si se realiza un difeomorfismo infinitesimal
generado por un campo vectorial &, la perturbaciéon cambia segin

h— h' =h— Leg,

Esto permite introducir una relaciéon de equivalencia en el espacio de perturba-
ciones simétricas de tipo (0, 2):

h~h" <= NWN—-—h=—Leg

para algin campo vectorial £ € X'(M). Asi, la perturbacién fisicamente relevante
no es un tensor h individual, sino su clase de equivalencia

B = {h— Leg: € € X(M)}.

Desde este punto de vista, el espacio de todas las perturbaciones lineales
puede identificarse con
[(S*T* M),

mientras que las perturbaciones puramente de gauge son precisamente aquellas
de la forma L.g. Por consiguiente, el contenido fisico de la teoria linealizada
puede interpretarse, como el cociente

F(SQT*M)/{Efg L€ e X(M)).

72



Referencias

[A+16]

[BB15]

[Car97]

[DC92

[DWNC18]

[F1S03]

[HE23)

[HT75]

[IGB+25]

[Lam10)]

[Leel3]

[Mag08|

B. P. Abbott et al. Observation of gravitational waves from a binary
black hole merger. Physical Review Letters, 116(6):061102, 2016.

Philippe Blanchard and Erwin Brining. Fourier Transformation,
pages 133-162. Springer International Publishing, Cham, 2015.

Sean M. Carroll. Lecture notes on general relativity, December 1997.
arXiv:gr-qc/9712019.

Manfredo Perdigao Do Carmo. Riemannian geometry, volume 2.
Springer, 1992.

AT Deller, JM Weisberg, David J Nice, and S Chatterjee. A vlbi
distance and transverse velocity for psr b1913+ 16. The Astrophysical
Journal, 862(2):139, 2018.

Stephen H. Friedberg, Arnold J. Insel, and Lawrence E. Spence.
Linear Algebra. Prentice Hall, Upper Saddle River, 4 edition, 2003.

Stephen W Hawking and George FR Ellis. The large scale structure
of space-time. Cambridge university press, 2023.

Russell A Hulse and Joseph H Taylor. Discovery of a pulsar in a
binary system. Astrophysical Journal, vol. 195, Jan. 15, 1975, pt. 2,
p. L51-L53., 195:L51-L53, 1975.

Henri Inchauspé, Silvia Gasparotto, Diego Blas, Lavinia Heisenberg,
Jann Zosso, and Shubhanshu Tiwari. Measuring gravitational wave
memory with lisa. Physical Review D, 111(4):044044, 2025.

Robert J. A. Lambourne. Relativity, Gravitation and Cosmology.
Cambridge University Press, 2010.

John M. Lee. Introduction to Smooth Manifolds, volume 218 of Gra-
duate Texts in Mathematics. Springer, 2 edition, 2013.

Michele Maggiore. Gravitational Waves. Volume 1: Theory and Ez-
periments. Oxford University Press, 2008.

73



IMTW73]

[Nor20]

[Perl7]

[PM63]

[Spi99]

[TW82]

[Walg4]

[WT04]

[ZP74]

Charles W. Misner, Kip S. Thorne, and John Archibald Wheeler.
Gravitation. W. H. Freeman, San Francisco, 1973.

John D. Norton. Einstein’s conflicting heuristics: The discovery of
general relativity. In Claus Beisbart et al., editors, Thinking About
Space and Time. Springer, 2020.

Volker Perlick. Gravitational waves. Lecture notes (Summer Term
2017). Universitat Bremen., 2017.

Philip C Peters and Jon Mathews. Gravitational radiation from
point masses in a keplerian orbit. Physical Review, 131(1):435, 1963.

Michael Spivak. A Comprehensive Introduction to Differential Geo-
metry, Volume 2. Publish or Perish, Inc., Houston, Tex., 3 edition,
1999.

Joseph H Taylor and Joel M Weisberg. A new test of general
relativity-gravitational radiation and the binary pulsar psr 1913+
16. Astrophysical Journal, Part 1, vol. 253, Feb. 15, 1982, p. 908-
920. NSF-supported research., 253:908-920, 1982.

Robert M. Wald. General Relativity. University of Chicago Press,
Chicago, 1984.

Joel M Weisberg and Joseph H Taylor. Relativistic binary pulsar
b1913+ 16: Thirty years of observations and analysis. arXiv preprint
astro-ph/0407149, 2004.

Ya. B. Zel'dovich and A. G. Polnarev. Radiation of gravitational
waves by a cluster of superdense stars. Soviet Astronomy, 18:17,
1974.

74



Apéndice

Afirmacién. Sea 7 = (n',n? n3) € S? un vector unitario y d<) el elemento
de area en la esfera unitaria. Entonces

o 41T ..
ind dQ = —= §i Al
[ de =Y, (A1)
/ n'ninfn’dQ = Zig (5”5“ + 5§t 4 51553'1@). (A.2)
S2

Demostracion. Usaremos coordenadas esféricas para las componentes contrava-
riantes

n® = sin f cos ¢, nY = sin 6 sin ¢, n® = cosd, dQ2 = sinf df do,

con 0 <O0<my0<¢p<2m.
1) Prueba de (A.1). Si i # j, por ejemplo (i,7) = (z,y),
21
/ Y dQ = / / (sin 8 cos ¢) (sin O sin @) sin 6 d6 do
S o Jo

= (/Ozwcosgbsinqbdgb) (/Oﬂsin?’ﬁd@) =0,

ya que fozﬂ cos ¢ sin ¢ dp = 0. De modo andlogo [ n*n*dQ2 = [nYn*d) = 0.

Sii=j=u,
2
x\2 o .. 2 2 .
/SQ(n) dQ—/O /0 (sin® 0 cos” ¢) sin 6 df do
2 ™
- (/ cos2gz§dgb> (/ sin30d9) .
0 0
Como . _ A
/0 cospdp=7 vy /0 sin39d9:§,

se obtiene [g(n”)? d2 = 4F. Por simetria, lo mismo vale para (n¥)2.
Finalmente, para i = j = z,

2w g
/ (n*)?dQ = / / cos? ) sin 6 df dp = 27r/ cos® 0 sin 6 df).
s2 o Jo 0

75



Con el cambio u = cosf, du = — sin 6 db,
™ 1 4
27T/ cos? 0 sin 6 df) = 27r/ wdu= .
0 -1 3
Concluimos (A.1).
2) Prueba de (A.2). Basta verificar algunos casos tipo; el resto se obtiene por

simetria al permutar indices. Primero,

2w 1 4
/ (nz)4dQ:/ / cos* 0 sin9d9d¢:27r/ wtdu = —
s2 0o Jo 1 5

El lado derecho de (A.2) con (4, ], k,0) = (2,2, 2, 2) es

4 4
Z(1+1+41)=—

luego coincide.

Segundo, para (i, 7, k,0) = (z,z, 2, 2),
2r pm
/ (") () d = / / (sin? @ cos? ) (cos? §) sin 0 df do
s o Jo

= </027rcos2¢dqb> </0ﬂsin3900820d9) .

La primera integral vale 7. En la segunda, con u = cos#,

™ 1 1
/ sin38c0829d9:/ (1—u2)u2du:/ (v —ut)du = —.
0 -1 -1 15

Por tanto,
47
x\2 zZ\2 .
oo =1,

que coincide con (A.2) porque, en este caso, 0“6 = 1 y los otros dos términos
Son Ccero.

Tercero, para (i, 7, k,0) = (z,z,y,y),
27
/S (n”)*(n¥)*d = / / sin® @ cos® ¢ sin® ¢ sin 0 df do
2 0 Jo

= (/0%0082¢sin2¢d¢> (/Oﬂsin59d9> .

Observamos que cos? ¢sin? ¢ = isin2(2gb), por lo que

2m 1 2w T

/ cos® psin? pdp = ~ / sin?(2¢) do = —,

0 4 Jo 4
y ademaés 6
/0 sin® 0.6 = 2.

76



Asi,
x\2 deQ:7
L ae = .

en acuerdo con (A.2).
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