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1. Introduccion

Un marco de referencia fundamental para el inicio de la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales es el trabajo Henri Poincaré a finales del siglo XIX. Desde
una perspectiva geométrica,estudié las ecuaciones diferenciales centrado en la es-
tructura global de sus orbitas, en lugar de sus soluciones explicitas.En sus obra se
originan conceptos fundamentales, como orbitas periédicas y estabilidad.Sobre estas
ideas, en el trabajo de Androvonov y sus colaboradores(ca. 1928-1937), se avanzo
sistematicamente en la teoria de bifurcaciones,describiendo los cambios estructurales
en el comportamiento dindmico bajo variaciones del parametro.



Paralelamente, a esta mirada geométrica-estructural de las ecuaciones diferenciales,
desde principios del siglo XX, se desarrollaban ideas que se consideran el germen de
la dindmica simbolica. En los trabajos de Hadamard, Morse y Birkhoff, se codifican
orbitas mediante secuencias simbolicas, midiendo complejidad de las trayectorias,
recurrencia, y cerraduras de érbitas con sucesiones que describen la evolucién como
herramienta.

Luego de estos estudios, ya se observaban comportamientos complicados para siste-
mas de bajas dimensiones(muchas 6rbitas periodicas, alta dependencia a condiciones
iniciales, saltos irregulares), sin embargo faltaban herramientas mateméticas para
estudiar y entender de donde salia tanta complejidad (a partir de aparentemente
funciones simples).

Cuando hablamos de poner orden al caos, hay un nombre que sobresale bas-
tante. En el contexto de dinamica unidimensional, el teorema de Sharkovsky(1964)
reveld una estructura combinatorial universal al organizar las 6rbitas periddicas de
iteraciones del intervalo, sentando bases para describir simbélicamente (y por con-
secuencia entropicamente) las dinamicas en el intervalo real.

Construyendo sobre estas ideas, Misiurewicz(1973-1979), uso6 sistematicamente un
tipo de sucesiones llamadas kneading, que codifican el comportamiento combinato-
rial de las orbitas criticas en el intervalo, dando un sustento simboélico al estudio de
bifurcaciones y entropia en dindmica no hiperbélica, de manera paralela, también
pionero en el uso de itinerarios, se encuentra el trabajo de N. Metroplois, M.L. Stein
y P.R. Stein, On finite limit sets for transformations in the unit interval, quienes
analizan cascadas dobla periodos en familias creciente-decrecientes. Mientras se sen-
taban las bases teoricas, directamente desde la rama aplicada de las mateméticas-y
con computadores dispuestos a hacer calculos gigantescos-, los trabajos de Feingen-
baum sobre las proporciones en las cascadas dobla periodo, a mi parecer jugb un rol
crucial, esparciendo la idea de que mapeos simples y deterministas podian resultar
en comportamiento cadtico. Ademés trabajo en la formalizacién de la idea de que
las estructuras se repiten “haciendo zoom” en el intervalo: La renormalizacion.
Milnor y Thurston (1988) formalizaron y juntaron la mayoria de estas ideas. Su
trabajo con secuencias kneading, que capturan la esencia de la dinamica a partir de
las orbitas criticas, generé un entendimiento capaz de formalizar resultados sobre el
crecimiento de puntos periodicos, monotonia de la entropia, y sobre la estructura
del espacio de parametros.

Baséndose en lo anterior, los tltimos afios, Moreira, Labarca, y Aranzubia (ca. 1995-
presente),han extendido estas ideas a un estudio detallado del espacio de parame-
tros y monotonia de la entropia para distintas familias de funciones. En sus esfuerzos
han explorado como el entretejido de Milnor-Thurston se manifiesta en los mapeos,
dando estimaciones cuantitativas de las distribuciones de las 6rbitas y la variacion
de entropia en funciéon del parametro. Conectando los itinerarios simbélicos a inva-
riantes medibles.

A la hora de estudiar familias especificas de funciones, llaman la atencion aquellas
que tengan tanto una riqueza combinatorial como en la estructura de sus bifur-
caciones, una familia fructifera es la familia cuadratica de Lorenz a dos parame-
tros.Curiosamente, esta familia surge al discretizar un modelo atmosférico, teniendo



un origen completamente continuo.

Tanto en la tesis doctoral de Aranzubia como en las publicaciones de Aranzubia y
Labarca, se han investigado en general las familias cuadraticas crecientes-crecientes,
con un méaximo global claro, que desde el analisis lexicografico proporciona un orden
para seguir.

La familia que es el foco principal en este trabajo es del estilo creciente-decreciente y
tiene (en general) distintos valores para lados distintos de la discontinuidad, que en
este caso se puede apreciar en el grafico de la funcién como la desconexion fuerte(un
salto vertical) en el cero.

v—2x? six<0

() = (1)

p—ax% sixz>0

En una situacion similar a la nuestra, Axel Silva, en su tesis de magister , estudio la
dindmica generada por esta familia al mantener un parametro(u) nulo, en particular
una seguidilla de bifurcaciones de tipo flip encadenadas por una interesante regla de
recurrencia.

Uno de los objetivos de este trabajo es extender el estudio al variar ambos parame-
tros a la vez, describiendo mas terreno en el espacio de parametros y convirtiendo
bifurcaciones puntuales en curvas de bifurcacion.

En los preliminares se introducen en primer lugar herramientas para clasificar y ana-
lizar el itinerario de puntos en el intervalo, y el concepto de estabilidad estructural.
Luego, se clasifican y caracterizan distintos tipos de bifurcaciones, éstas catalogan
los diferentes cambios estructurales en la dinamica generada por la funcién, a partir
de sus pardmetros y derivadas de distintos érdenes.

El analisis de la dindmica del sistema se materializa en un espacio de parametros
i contra v; este mapa sera descrito por zonas a medida que recorremos el plano u
contra v.

Para tener una representacion visual, se cre6 un coédigo de Python que itera la apli-
cacion en el intervalo, con una interfaz que permite analizar las distintas iteraciones
de la funcién y cambiar los pardmetros en tiempo real. Ademas, este codigo entrega
el espacio de parametros con las curvas que describen los distintos fendémenos de la
dindmica. El desarrollo de este programa perimitié generar intuicion, realizar expe-
rimentos, y apreciar de manera visual la evolucion del intervalo.

Para finalizar se mostrara una sucesiéon de curvas de bifurcacion, que intersectadas
con otra aplicacion en el plano; describen una seguidilla de casos en el que, para
cada uno hay un valor de entropia positivo , pero que convergen a una curva que
describe una dinamica con entropia nula.

2. Preliminares

Lo mas natural al estudiar la evoluciéon de un evento, es ver que cosas se repiten,
cuales parecen no cambiar (son fijas) y en general como evolucionan o "viajan.®® el
tiempo. Luego de situar el contexto, definiremos puntos con estas caracteristicas.



2.1. Un poco de contexto: Espacios topolbégicos

Para trabajar sobre un terreno firme, y tener claro qué estructuras queremos
mantener (o heredar) en el objeto méatemaético generado a partir de iterar funciones,
introducimos nociones béasicas de espacios topologicos.

Definicion 1. Una topologia sobre X es una coleccion 7 C P(X) que satisface:
1. ogerTyXer.

2. (Estabilidad por uniones arbitrarias) Si {U,;}ier C T, entonces
U U, e
3. (Estabilidad por intersecciones finitas) Si Uy, ..., U, € T, entonces

n
ﬂUkET.
k=1

Definicion 2. El par (X, T) se llama espacio topoldgico. Los elementos de T se
llaman abiertos.

2.1.1. Conjuntos abiertos
Sea (X, T) un espacio topologico.

Definicion 3. Un subconjunto U C X es abierto si y solo si

Uer.

2.1.2. Conjuntos cerrados
Sea (X, T) un espacio topologico.

Definicion 4. Un subconjunto F C X es cerrado si su complemento es abierto, es
decir:
F es cerrado <— X\ F €.

De la definicién de abierto, via complemento:

= gy X son cerrados.
» Intersecciones arbitrarias de cerrados son cerradas.

s Uniones finitas de cerrados son cerradas.



2.1.3. Compacidad

Sea (X, T) un espacio topologico.
Definicion 5. Un recubrimiento abierto de X es una familia {U;}ier C 7 tal que
x=Ju.
iel
Definiciéon 6. El espacio X es compacto si todo recubrimiento abierto de X admite
un subrecubrimiento finito, es decir:

Si
x-Uu
iel
entonces existen indices i1, ... ,i, € I tales que

X=U,U- Ul

n'

Bases de una topologia

Definicion 7. Sea X un conjunto. Una coleccion B C P(X) se dice base de una
topologia sobre X si:

1. Para todo x € X, existe B € B tal que x € B.
2. Six € BN By con By, By € B, entonces existe Bs € B tal que
x € Bg g B1 N BQ.

En tal caso, la coleccion de todas las uniones de elementos de B define una
topologia en X, llamada la topologia generada por B.

2.1.4. Topologia producto

Sea {(X;, ) }ier una familia de espacios topologicos.
Consideremos el producto cartesiano

x =[x
iel
Para cada j € I, definimos la proyecciéon candnica:
v IX—>Xj, 7Tj<<xi>iel) = Zj.

Definiciéon 8. La topologia producto sobre X es la topologia mds débil que hace
continuas todas las proyecciones ;.

Equivalentemente:

Proposiciéon 1. Una base de la topologia producto estd formada por los conjuntos

de la forma
v
el
donde:
u Uz SO

» U; = X; para todos salvo un nimero finito de indices.



2.2. Variedades y funciones C'*°

Para utilizar herramientas de calculo, necesitamos trabajar en un contexto donde
las superficies y las funciones sean “suaves”. Agregamos nociones basicas de varieda-

des
2.2.1. Funciones suaves

Sea U C R™ un abierto.

Definicion 9. Sea k € NU{0}. Una funcion f : U — R se dice de clase C* si todas
sus derivadas parciales de orden menor o igual que k existen y son continuas en U.

Si = (aq,...,q,) es un multiindice con |a| = a; + - - - + a,, definimos

olel f
02§t - Qo

Entonces f es de clase C* si Df existe y es continua para todo multiindice o
con || < k.

DO f

Definicion 10. Una funcion f : U — R se dice suave (o de clase C*) si es de
clase C* para todo k € N.

Si V. C R™ es abiertoy F': U — V es una aplicacion, escribimos
F=(F'. .. F™),
donde cada F*: U — R es una funcién componente.

Definiciéon 11. La aplicacion F : U — V' se dice suave si cada una de sus compo-
nentes F" es una funcion suave.

2.2.2. Cartas

Definicion 12. Sea M un espacio topologico. Una carta de dimension n en M es
un par (U, ) tal que

= U C M es un abierto,

w 0: U — o(U) CR" es un homeomorfismo sobre un abierto de R".

La aplicacion ¢ se denomina mapa de coordenadas.

2.2.3. Funciones de transicion

Definicion 13. Sean (U, ¢) y (V,4) dos cartas en M con UNV # 0. La aplicacion

Yvop t:ipUNV)—=ypUNV)

se denomina funcion de transicion.



2.2.4. Atlas suaves

Definicion 14. Un conjunto de cartas

A= {<Ua7 Qpa)}aeA

se llama un atlas suave si
1. UaeA U,=M,

2. para cualesquiera o, B tales que Uy, N Ug # 0, la funcion de transicion

ps 0@y

es una aplicacion suave.

2.2.5. Compatibilidad de atlas

Definicion 15. Dos atlas suaves sobre M se dicen compatibles si su union también
es un atlas suave.

2.2.6. Atlas maximales y estructuras suaves

Definicion 16. Sea A un atlas suave sobre M. Decimos que A es maximal si no
existe un atlas suave B tal que

ACB.

Equivalentemente, A es mazimal si cualquier carta que sea suavemente compa-
tibles con el todas las cartas en A ya pertenece a A. Por esto, a este tipo de atlas
también se le llama completo

Definicién 17. Una estructura suave sobre M es un atlas suave maximal.

2.2.7. Variedades suaves

Definiciéon 18. Una variedad suave de dimension n es un espacto topologico M que
1. es Hausdorff,
2. tiene base numerable,

3. estd provisto de una estructura suave de dimension n.



2.3. Clasificaciéon de puntos

Sea X una superficie de clase C* tal que g € X, seang € Nyseag: X — X
g € C*, para un k > 1 suficientemente grande.

Definiciéon 19. Diremos que xy es punto fijo de g si g(zo) = xo

Definicion 20. Diremos que xo es un punto periodico de periodo ng de g si
9" (z9) = xo y también g™ (xo) # xo, Vn € N, tal que 1 < n < ny

Definicion 21. Dada la existencia de un punto periddico de periodo ng, podemos
definir su orbita como el conjunto v = {g™(xo) : n < ng}.

Definicion 22. Consideremos el sistema dindmico discreto v — g(z), con v € R™.
Y sea o un punto fijo de g. Denotaremos como

A= Jy(z0)

la matriz jacobiana de g evaluada en el punto fijo.
Diremos que xy es un atractor si todos los valores propios de A, \;,i € N fijo,

satisfacen

Por otro lado, st los valores propios cumplen
[Ail > 1

entonces, diremos que xo es un repulsor.

Notemos que en el caso unidimensional, el valor propio coincide con la derivada de
la funcion.

Ademds, dejamos fuera algunos casos. Revisaremos particularmente cuando los va-
lores son 1 y —1 mds adelante.

Considerando x un punto fijo de g, y sean A1, Ao, ..., A, los valores propios de A =
Jg(xp). Agruparemos estos valores propios, también llamados multiplicadores en
el contexto de los sistemas dinamicos, a partir de su relacién de pertenencia con el
circulo unitario.

Definiciéon 23. n_: Numero de multiplicadores de xy con norma menor a 1.
Definicion 24. n, : Numero de multiplicadores de xo con norma mayor que 1.
Definicion 25. n; : Numero de multiplicadores de xy con norma igual a 1

Definicion 26. Un punto fijo xy se dice hiperbolico si ny =0



2.4. Estabilidad estructural

Luego de clasificar los puntos, es natural el querer formalizar equivalencia entre
sus comportamientos a partir de las funciones que les dan su itinerario. ; Cuando dos
comportamientos se consideran iguales? ;cémo podemos asegurarnos que los puntos
viajan de manera parecida al generarse a partir de funciones similares?

Para esta tarea, se utiliza un homeomorfismo que nos sirve de "traductor" entre las
dinamicas de las funciones.

Este, gracias a su suavidad, perpettua las 6rbitas de los puntos, manteniendo periodi-
cidad de los mismos 6rdenes (incluyendo puntos fijos), conserva el comportamiento
limite de los puntos (esto es particularmente importante en los bordes de los abier-
tos), y gracias a su biyectividad puede corresponder ambos conjuntos sobre los que

se definan las funciones.
Asi

Definicion 27. Si |, f,g: X — X son dos aplicaciones que satisfacen la relacion
hof=goh

para algin homeomorfismo h : X — X, diremos que son topolégicamente conju-
gadas.

Si f y g son topologicamente conjugadas, diremos que son topoldgicamente equi-
valentes, o si el contexto es claro, equivalentes.
De manera natural, si consideramos funciones continuas por partes, como seri en
la familia estudiada en la tesis, esta definicién acepta una extensiéon para funciones
continuas a trozos, correspondiendo los intervalos conjugados, aplicando esta defini-
cion para cada seccion sin discontinuidades.
Como en este contexto,al comparar funciones nos interesa contrastar el comporta-
miento de todas las érbitas, con esto en mente: Sea X € R¥ una superficie compacta
.Para f,g: X = X, f,g € €"(X, X), se define

0'f(x) 9g(x)

Du(f,9) = sup{d(—-=, —=),x € X, 0 < i <n}

Como una dista ncia para funciones con n derivadas continuas. Esta definiciéon se
extiende también para funciones continuas a trozos, con la variable x corriendo en
cada intervalo en el que las funciones son continuas.

Definicion 28. Diremos que f € €"(X, X)es estructuralmente estable en €™ (X, X)
st existe una vecindad Uy de f tal que Vg € Uy, f es topologicamente conjugado
con g.

Es decir, f € € sera estructuralmente estable si su comportamiento dinamico
no varia en funciones D,,—cercanas.
La hiperbolicidad de los puntos fijos juega un papel estabilizador en este contexto,
su invertibilidad permite hacer traducciones localmente alrededor de este tipo de
puntos, este resultado se generaliza como

10



Teorema 1. (Hartman-Grobman) Sea g : R® — R™ un C'—difeomorfismo con un
punto fijo hiperbolico en xq = 0. Entonces existe un homeomorfismo h definido en
alguna vecindad U de x tal que

h(g(z)) = Dg(zo)h(x), Vo eU

Este teorema se puede entender como que localmente cerca de los puntos fijos,
el comportamiento cualitativo de la funcion (atraccion, repulsion, periodos) es el
mismo via homeomorfismo que el de su aproximacion lineal.

Ejemplo 1. Apliquemos este resultado:
Consideremos
fr(z) =rz(l —x),z € [0,1]; r € (0,4]

Despejando f.(x) = x,

-1
Ty = 07 T = !
r
Calculamos su derivada 5
Jgf) =r(l —2x)
Revisemos el comportamiento de la pendiente de la funcion en xy y x;:
Of (o)
— = 0 2
5 =7 (2)

En este contexto unidimensional, esto implica que xq = 0 es hiperbdlico para r # 1.
Aqui Hartman-Grobman —> FEstabilidad estructural local cerca de xg.
Si estudiamos el otro punto fijo, podemos mirar como en funcion del pardmetro r su
hiperbolicidad estd en juego, estudiar estos puntos claves es la manera mds natural
de observar cuando el mover un parametro bifurca un sistema.
Evaluamos la derivada en x;

Ofy(x1) r—1

ox ( r

)=2-—r

Osea que si |2 — r| # 1,hay estabilidad cerca del punto(Hartman-Grobman), al ex-
pandir el valor absoluto:

8fr(xl>
ox

si1<7’<3:>' <1 (3)

Consideremos un ejemplo concreto r = 3,2 > 3.

afr(xl (3a2))

21(3,2) = 0.6875; o

=-1.2

Osea que x1 paso de ser atractor a repulsor luego de cruzar 3. Una senal clara y sufi-
ciente para mostrar que el comportamiento dindmico de un punto (y uno importante)
cambid (esta vez radicalmente).

11



Mapa logistico: punto fijo estable (3>r = 2.5) Mapa logistico: punto fijo inestable (3<r = 3.2)

L0 — f(x) o 1.0 A

0.8 - 0.8

0.6 1 z 0.6

0.4 -~ 0.4

0.2 | e 02

0.0 q 0.0 7

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 1: Mapa logistico ejemplificando la pérdida de estabilidad estructural en
r = 3, en azul la funcién, en rojo iterada 500 veces y la identidad en linea punteada
negra.

Con esta intuicion preparamos el terreno para definir bifurcaciones.

2.5. Bifurcaciones

En el ejemplo anterior, apuntamos a que el interés es monitorear los puntos fijos
y sus multiplicadores en relacion con el pardmetro que domina la familia de funcio-
nes, y los puntos criticos a medida que este varie. Es decir, el cambio de la dinamica
producida por la familia de funciones en la medida que cambia su parametro, defi-
nimos ahora

Definicién 29. Sea {F,} C J una familia de funciones F), tal que F,, : I C R — R.
Diremos que ocurre una bifurcacion en py € J si existe U C I, vecindad abierta tal
que para cada vencidad de 19, V,, C J, hay otro elemento py € V,\{po} tal que
F.|lu no es localmente equivalente a F,|y.

Esta definicién formaliza que, la familia de funciones F), tiene un valor de bifur-
cacion en p = g, si ocurre que pequenas variaciones en el pardmetro p producen
variaciones en la dinamica de F),, para variaciones de p tan cercanas como se quiera
de po
En la seccion pasada no desarrollamos casos en los que (unidimensionalmente) la
derivada de la funcién generadora tiene moédulo unitario. Ahora estudiaremos el caso
positivo(=1) y negativo(=-1), para el primero, consideremos

Sea r — f(x,a), z € R, a € R, tal que

Tny1 = f(¥n,a)

T —a+z+2° = f(r,a) (4)

Ejemplo 2. Resolviendo la ecuacion de punto fijo, encontramos
z1(a) = vV—a (5)
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z9(a) = —v/—a

Primero, observamos que f(x,a) tiene dos puntos fijo para a < 0, z1(a) es un
atractor y xo(a) un repulsor.

Si a = 0, el origen es el 1unico punto fijo y este repele a los positivos y atrae a los
neqativos.

Como sabemos, la raiz no estd definida para valores de a positivos por lo tanto
no, hay puntos fijos. Adjuntamos este grifico muy pedagogico directamente desde el
apunte [?]

a <0 a=10 a >0

Figura 2: Ejemplo grafico de una bifurcacion silla-nodo

Pensando de manera elemental, un cambio poco significativo para un sistema
dinamico seria el que un punto fijo deje de serlo. Esto es una bifurcaciéon en to-
do su derecho, ya que la desaparicion de un punto fijo es algo significativo en la
dindamica(en particular cambia/desparece la érbita de un punto). Sin embargo, las
bifurcaciones que analizaremos a continuacion, tienen como protagonistas la pérdida
de hiperbolicidad de puntos fijos.

Lo que trae como consecuencia la aparicién o desapariciéon de mas de un punto fijo
a la vez.

Como estos cambios son fundamentales, hay una dinamica pre bifurcacion y otra,
bastante distinta, post bifurcacion.

Definicion 30. Sea f(x,a) una funcion suave que satisface
w f(zo,a0) = xo (f tiene un punto fijo xo para a = ag)
w Jf(xo,a0) = 1(valor propio 1 en (zg,a0))

W # 0 (Término de sequndo orden no se anula en (zg,aop))

= 22 f((2g,a0)) # O (f cambia con respecto a a (no constantemente) cerca de

(o, ao))
En este caso, diremos que f tiene una bifurcacion tipo stlla-nodo en ag.

Este tipo de bifurcacion se caracteriza por que previo a que se produzca, no hay
punto fijo definido en la vecindad, pero cuando se produce, aparecen dos simultanea-
mente, uno de caracter atractor y otro repulsor, esto las convierte en cambios muy
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repentinos y fuertes en familias de funciones. Es muy interesante que al momento
de producirse la bifurcacion, estos puntos colapsan en un tnico punto fijo, que se
comporta como repulsor a un lado y atractor del otro lado. Formalizando, dadas las
condiciones previas, tenemos

Lema 1. Ezisten intervalos(—d,0) y(p,0), y un radio r > 0 que cumplen:

1. Si a € (—0,0), entonces f(x,ag) tiene dos puntos fijos en (xg — r,xo + 1),
ambos hiperbolicos, uno atractor y el otro repulsor.

2. Sia€(0,p), entonces f(x,ay) no tiene puntos fijos en (xg — r,xg + r).
Se puede encontrar la prueba para este lema en [10].

Definicion 31. Consideremos el sistema dindmico unidimensional generado a partir
de
r— f(r,a), zeRaeclCR,

con f suave, donde I es un intervalo abierto que contiene o*. Si f ademds cumple
que

f(zo,a*) = g,

Jf(xg,a*) = —1

_1 ) )
a =y 922 s .3 — 7# 0No degeneramiento

1 (a2f(xo,a*)>2 4 180’

. %% # 0, Tranversalidad

en una vecindad de (xg, a*).

Entonces f tiene una bifurcacion de tipo flip (o dobla periodo) en o*.

Como antes, citamos el lema que caracteriza el cambio en los puntos fijos en este
tipo de bifurcaciones.

Lema 2. FEzisten intervalos(—d,0) y(p,0), y un radio r > 0 que cumplen:

1. Si o € (—0,0), entonces g = f(f(x,a0),a0) tiene tres puntos fijos en (xy —
r,xo + ). El mayor y el menor forman una orbita hiperbdlica atractora de
periodo dos para f, y el punto del medio es un punto fijo hiperbdlico repulsor

para f

2. Sia e (0,p), entonces g = f(f(x,a0),a0) tiene un unico punto fijo en (o —
r,xog + 1), el cual es un punto fijo hiperbélico atractor para f

Se puede encontrar la prueba de este lema en [10] Esta bifurcacion es de las méas
conocidas debido a el famoso mapa logistico, en el que hay una cascada de duplica-
cion de periodo clasica. Como dice su nombre, esta se caracteriza porque previo al
flip, hay un punto fijo atractor hiperbélico, y post-flip, este punto se transforma en
repulsor, y en su lugar, es reemplazada por una orbita del doble del periodo. Como
antes, formalmente
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Miremos un ejemplo muy general de este fendmeno, consideremos el sistema
Tpi1 = f(wp,0) =—(1+a)r+2° ,1€R, a€R (6)

Es claro que este polinomio se anula en xq = 0, de esta manera nuevamente tenemos
un punto simple para ejemplificar la bifurcacion.
Si observamos su multiplicador al calcular su derivada, tenemos

of
ox
Osea que tendremos casos distintos cuando o cambie de signo:
Si a < 0 tal que |a] < 1, el origen serd un atractor(no es necesariamente el tnico
punto fijo).
Al momento que a = 0, tenemos el valor clave, el origen alcanza un multiplicador
-1, pierde hiperbolicidad.
Finalmente, si @ > 0 nuestro punto fijo serd un repulsor. Esto se mantiene para
cualquier o > 0,. Sin embargo, la 6rbita de periodo 2 que se genera, solamente exis-
te para valores pequenos de «.
En este caso, y en otros, debido a lo complicado de las reglas de asignacion, es dificil
encontrar simbolicamente ambos puntos del periodo (o punto fijo de orden 2), sin
embargo, el caso que estamos tratando es el caso méas simple para una bifurcaciéon
tipo flip. Este cumple directamente las condiciones restantes, transversalidad y
no degeneramiento. Evitar estos célculos es una herramienta fundamental en el
estudio de bifurcaciones.
En efecto, derivando respecto a «

|x:0 = _(1 + Oé) (7)

Ofe
Oa
La transversalidad se cumple siempre.
Para la condicién de no degeneracion, calculamos la segunda y tercera derivada y
evaluamos:

=—1+#0, Va (8)

0 f 0 f

—< =6 = — =0

0x? . 0x?
9
I
ox3

Entonces el criterio con esta funcién queda como
1 1
a=-362"+ -6 (9)

2 3

Es claro que evaluando en 0 se tiene a # 0. Por lo tanto, hay una bifurcacion de
tipo flip en a = 0.
El valor de la 6rbita atractora se puede encontrar truncando la funcién a términos
mas pequenos con su expansion de Taylor, en la literatura estos en general se apro-
ximan como x5 = £y/a. Miremos los tres casos descritos en este ejemplo con el
grafico del apunte.
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fQ f? }")

a < 0 a=10 a >0

Figura 3: Ejemplo graficado de una bifurcacion flip/dobla periodo

2.6. Shifts de tipo finito (SFT)

Complementaremos el estudio de esta familia de funciones con la teoria de di-
namica simboélica. En adelante seguiremos el clasico libro de Lind y Marcus. En
una pequena introduccion estableceremos las condiciones para conectar la dinamica
generada por iteraciones del intervalo con la de algin SFT.

Sea A = {1,...,n} un alfabeto finito. Denotamos por

AN = {(z1)r>0 - 21 € A} = {2 : N — Alz funcion}

el espacio de sucesiones, provisto de la topologia producto. El shift (unilateral) es
la aplicacion
g: AN — AN, (0x)) = Ty

Definicién 32. Un subshift es un subconjunto cerrado ¥ C AN invariante por o.

Equivalentemente, un subshift puede describirse mediante un conjunto F de
palabras prohibidas:

Y5 = {z € AV : ninguna palabra de F aparece en z}.

Definicion 33. Un subshift X es de tipo finito (SFT) si el conjunto F de palabras
prohibidas puede elegirse finito.

De manera equivalente, un SF'T puede definirse mediante una matriz de transi-
cion finita.

Definicion 34. Sea A = (A;;) una matrizn x n con entradas en {0,1}. El shift de
tipo finito asociado a A es

Sa={xeAV: Ay, =1 para todo k > 0}.

Todo SFT es topolégicamente conjugado a un sistema de la forma (X4, 0) para
alguna matriz A finita [2, Cap. 3.
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Definicién 35 (Memoria de un shift, Lind & Marcus). Sea X C A% un shift sobre
un alfabeto finito A, y sea o el operador de shift.

Decimos que X tiene memoria m si, X estd completamente determinado por
los bloques de longitud m + 1. Es decir, existe un conjunto de palabras prohibidas
F C A™ tal que

X =%

Algunas nociones de memoria

= La memoria mide cuantos simbolos del pasado necesitamos conocer para sa-
ber si un simbolo actual es permitido.

= Un shift con memoria m es un sistema donde el futuro inmediato depende solo
de los ultimos m simbolos.

Ejemplo 3. En estos ejemplos, consideraremos el shift con dos simbolos con
distintas restricciones.

e Shift completo: Si no consideramos ninguna restriccion, cualquier simbolo
s puede sequir luego de cualquier otro simbolo z, por lo que la palabra sz
siempre estd permitida. En efecto esto es tener memoria 0 (el tamano del
bloque que debo mirar para verificar si puedo agregar el siguiente simbolo

es 0)

o El shift de Fibonnaci: Consideramos la restriccion F = {11} Para crear
una sucesion perteneciente a el shift creado por esta restriccion, una for-
ma natural es ir agregando simbolos de dos en dos, y verificar que ninguno
de ellos tenga dos unos sequidos. Sin embargo, a partir de la nocion de
memorta, que en este caso tiene valor 1, a la hora de poner cada simbolo,
solo debemos revisar el simbolo anterior:

o Si el simbolo anterior es un 1, solo puede continuar un 0.

o Si el simbolo anterior es un 0, puedo poner cualquier simbolo.

El caso que se estudiard principalmente en la tesis entra en esta categoria:
Tiene memoria 1.

Para contrastar los casos anteriores, pensemos en el Even shift (shift par).
Este shift estda formado por las sucesiones que tienen una cantidad par de
ceros entre cada 1. En funcion de sus palabras prohibidas:

fg;]\ = {OO/G\JFOOOO : \ S N}

Para revisar si una letra es admisible para continuar, la cantidad de simbolos
que debo revisar es infinita. Este shift es del tipo sdfico, no es de tipo finito.
El lector puede ahondar en estos temas en [2]
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2.7. Particiones de Markov para mapas del intervalo
Sea f :[0,1] — [0, 1] un mapa monétono a trozos y sea
O=c<a<---<c,=1
una particion finita del intervalo. Denotamos
P =A{lLi=(ci-1,c) iy
Definicion 36. Decimos que P es una particion de Markov para f si se cumplen:
1. (Monotonia por ramas) f es estrictamente mondtona en cada intervalo I;.
2. (Propiedad de Markov) Para todo i,7 € {1,...,n},
fL)ynl #2 = f(I;) D 1.
3. (Alineacion de los bordes) Para todo k € {0,...,n},
Fle). £(e0) € {eon . senl.

Nota: Aqui f(cg) = lim, . (f(x)),  f(ef) =lim, s (f(x))

2.8. Codificaciéon simbolica y SFT

Sea P una particion de Markov para f. Definimos la codificacion simbolica

T ([o, 17\ Ufk({co,...,cn})> — AN

k>0

por
m(z) = (sk)r>0, sp=1 <= ffx) e,

Nota:A la sucesion w(x) € AN, es también llamado el itinerario de la orbita, bajo f,
del punto (€ [0\ Ui /™ ({co. . }))

Teorema 2. [Lind-Marcus| Sea f : [0,1] — [0, 1] un mapa mondtono a trozos y sea
P =A{L,...,I,} una particion de Markov para f. Supongase ademds que:

1. (Expansividad local uniforme) Eziste A > 1 tal que

If' ()| > X para todox € 1;, i=1,...,n.

Entonces la imagen ¥ = w([0,1]) es un shift de tipo finito. Mds precisamente,
Y =Xy, donde la matriz de transicion A = (A;;) estd dada por

La aplicacion m define una semiconjugacion entre (f,[0,1]) y (Xa,0), que es una
conjugacion topologica fuera del conjunto numerable de preimdgenes de los bordes.
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Notas:

1. No se requiere continuidad ni expansividad en los puntos de la particion {co, . .., cp}.
La condicion de Markov es global y esencial para garantizar que la dindmica
simbdlica tenga memoria finita.

2. Las condiciones para esta codificacion sintetizan la estrategia que da orden y
estructura al espacio de sucesiones a partir del itinerario de los puntos via f.

3. Por ejemplo, la condicion sobre la derivada es esencial para asequrar que si

z,y € {[0, 1]\ U F7{co, ..., ea )} y sus itinerarios w(x) = n(y) coinciden, entonces x =y
=0

; esto es, la inyectividad de el itinerario m.

A continuacién se mostrara esta construccion en detalle, siguiendo directamente
desde [1]

2.8.1. Entropia topologica y el Shift de Milnor—Thurston

En esta seccion seguimos la construccion de Shift de Milnor-Thurston en [1], que
define nuestro principal objeto de estudio: el conjunto limite generado a partir
de la funciéon. También se recogen las herramientas para el calculo de la entropfia.

Consideremos

O=z0 <21 <"+ < Zop_1 =1,

2n puntos en el intervalo [0, 1] C R.

Sea
Ij:[l’gj,ﬂigjurl], j:O,l,...,n—l,
Yy sea
n—1
T:| |5 —10.1]
j=0

una aplicacion tal que su restriccion a cada I; es lineal y biyectiva.

La restriccion de T" a I; puede preservar o invertir la orientacién. Esto implica
que existen 2" aplicaciones distintas con estas caracteristicas.

Ademés, todas satisfacen

Ar = mf{|T"(2)] : © € UJZ3I;} > 2.

Para n = 2 se obtienen las siguientes aplicaciones agregar foto
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Ty Ty Ty Ty

Figura 4: aplicaciones para n=2

Se denota por L(n) el conjunto formado por estas 2" aplicaciones.

Asociado a cada T' € L(n) definimos su conjunto maximal invariante:

o0 n—1 n—1 n—1
Ap=(T7* <|_|1j> = {me || 5T @) e | | I, VkeN}.
k=0

=0 j=0 j=0
Este conjunto resulta ser un conjunto de Cantor, y consideraremos en él la to-
pologia inducida por [0, 1].

Sea
Y ={0:Ng—{0,1,...,n—1}}
el conjunto de sucesiones 0 = (6;);en, con 6; € {0,1,...,n — 1}.

Para x € Ar se define su itinerario
mediante

La funcion

IT : AT — En
es una biyeccion, esta propiedad se hereda de la biyectividad de T; para cada I;
Su inversa viene dada por

I10) = I, N T (L) N T 2(Ip,) N -+ - .

Podemos inducir una topologia en >, via I7:

Un conjunto U C 3, es abierto si y solo si I;'(U) es abierto en Ar. Denotaremos
por 2, este topologia en >,

Con esta topologia, la aplicacion

IT : AT — En
es un homeomorfismo.

En ¥, consideramos la aplicacion shift
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oY, = 2
definida por
0'(90,91,92,. . ) = (91,92,93,. . )

En la topologia definida anteriormente, o es continua.

Ademas, usando el homeomorfismo I, se puede definir un orden total en ¥, de
la forma:

0<ra <= I;'(0)<I:'(a)en]0,1].

En lo que sigue denotaremos por

En(T) = (Zna 27’7 ST)
el espacio topolégico compacto ordenado.

Ejemplo 2.7.1
Para n = 2 consideremos 3,(7}). En este caso se tiene el orden:

Q STl Ol STl ]-Q §T1 l)
donde

0=1(0,0,0,...), 0L=(0,1,1,1,...),

10 = (1,0,0,0,...), 1=(1,1,1,...).

Y9(T7) es conocido como el espacio lexicografico, y ¥a(T3) es llamado el espacio
de Milnor-Thurston.
Si en el ejemplo consideramos 75 en cambio, los limites de los intervalos quedan

0 <pyr 010 <ppp 110 <pyp 10 (10)

Teorema 3. Considerando en general para cada T € L(n), se tiene que oo Ip(x) =
Irolp(x),Yx € Ar, esto es, el siguiente diagrama conmuta

.
A — Ao
[ O
Z:N — Z:N

Figura 5: Diagrama conmutativo

IroT =0ol.
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Por lo tanto,

htop (T|AT> == ht0p<0) :

Si consideramos un subshift de tipo finito determinado por una matriz de inci-
dencia A = (aij);f;:lo con a;; € {0,1}, definimos

Z(A) = {9 € Xy 9,0, = 1}
Entonces
htop(o—’E(A)) = IOgT’(A),
donde r(A) es el radio espectral de A. (Corolario 7, pagina 41 en [1])
Definicion 37. Una sucesion 0 € ¥,(T') se dird mazimal si ocurre que
0"”(9) ST 0
para cada k € N. Una sucesion « € ¥,(T) se dird minimal si ocurre que
a <7 o"(a)

para todo k € N.
Sea
max(T) = {0 € £,(T) : 0 es mazimal}

min(7) ={a € £,(T) : a es minimal}.
Definiciéon 38. Se define el T-mundo como
TM = {(a, ) € min(T) x max(T) : {e, B} C Az([ev, B])};
donde

Ar([a,B]) = {p € En s a <1 0'(p) <1 B, Vi e NU{0}} = [ o (o, 6]

Ejemplo 4. Paran =2, T =T, TM se llamard el mundo de Milnor—Thurston y
lo denotaremos MTW .
Para cada T € L(n) podemos definir H : TM — [0,log(n)] como

H(, 8) = hiop (0 |ag(ia))

Sea 6 € max(T,) una orbita periddica tal que 0y = 1. Asociado a 0 tenemos el
conjunto

B,(0) = {apa ...an_1 | apay ... a1 oCurre como py . .. p,—1 para algan p € Ap,(6)}.

Aqui ‘
AT2(€) - {f € Yo | U(Q) STz O-Z(g) ST2 €7 Vie NU {O}}

Es claro que Ar,(6) es cerrado e invariante por o.
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Teorema 4. )
Priop(0) = Piop (0 \AT2(9)> = 7}1_{{)10 - log(|B.(0)]).

Aqui |B,,(0)] es la cardinalidad de B, (#). (Teorema 6, pagina 38 de [1])

Nota: Se puede probar el resultado anterior para el caso de subshifts de tipo finito de

S(N) = {0: Ny — {1,2,...,n}}.
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3. Presentacion de f,,(z) y analisis de puntos fijos

Consideremos la familia de funciones a dos parametros, conocida como la familia
cuadratica de Lorenz

fur: R—=R

con la siguiente regla de asignacion.

fu’y(x):{y—xz siz<0 (11)

pw—ax six >0

Esta funcion es una cuadratica céoncava "partida por la mitad", que corta con su
"vértice.®™ p por los positivos y v por los negativos. El como se cambian de tramo los
puntos y como viajan de uno a otro es lo que le da la riqueza a esta simple funcion.

3.1. Puntos fijos para el tramo negativo de f,,(z)

Si x < 0, entonces f,,(x) = v — 2?.
Buscamos entonces un z(v) que sea punto fijo para este tramo:

z(v) =v —a(v)?
Resolviendo la ecuacién anterior, tenemos dos soluciones:

—1 —+/1+4+4v

2
—1++v1+4v
2

(12)

T (v) =

Consideraremos a continuacion las condiciones que imponen las raices, junto a que
x < 0 para ver cuando estas soluciones para la ecuacion son en efecto un punto fijo.

3.1.1. 1+4vr<0

Para estos valores de v, tenemos que 1 4+ 4v < 0, por lo que =, (v), x_(v) no son
valores reales y no pueden ser puntos fijos.

3.1.2. 0<1l+4+4vr<1

En este tramo de v, 0 < v/1+4v < 1, por lo que z(v), z_(v) € R. En particular
x4 (v), r_(v) < 0. Entonces ambos son puntos fijos para este tramo de v.

A partir de las condiciones de v, acotamos su derivada en el tramo negativo de f,,
para los puntos fijos:
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Six < 0, se tiene %fw,(a:) = —2x, entonces

= —2r_(v)=1++V1+4r, y tenemos

z=x_(v)

1<1+vV1i4+4dr <2

d
1 < ‘@fuu(l’)

d
%fu,l/(x)

<2

z=z_(v)
Es decir, z_(v) es un punto fijo repulsor.
Para el otro punto fijo, de manera anéloga:

=2z, (v)=1—V1+4v

v=a4(v)

0<1l-vIi+4r<l1

d
%fu,l/(x)|ac:$+(u) <1

d
%fzw(x)

Osea que x4 (v) es un punto fijo atractor.
Considerando la aparicion de x(v),z_(v), atractor y repulsor respectivamente, se
tiene que en v = —;11 hay una bifurcaciéon de tipo silla-nodo.

3.1.3. v>0

Descartamos que z, (v) sea punto fijo para este caso, ya que x,(v) > 0, por lo
que no es evaluable en el tramo negativo de f,,.
Para el otro punto fijo, z_(v) < 0 para cualquier v > 0, por lo que cumple las
condiciones para ser punto fijo.
Si miramos su derivada:

L sl () = 20 () =14 VI T 10> 2

Concluimos que z_(v) es un punto fijo repulsor para v > 0.

3.2. Puntos fijos para el tramo positivo de f,,(x)

Siz >0, fu,=p—a>
En este caso buscaremos un z(u) que sea punto fijo, es decir que resuelva

_ 2
z(p) =u—x(p)
Las soluciones de esta ecuacién son

—1—/1+4+4u
2
—1+/1+4+4p
2

T (p) =

T () =

Al igual que en el analisis anterior, identificaremos las condiciones para las cuales
los candidatos z_(u), x4 (1) sean en efecto puntos fijos.
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3.2.1. pu<—;%

Para estos valores de p, se tiene 1+ 44 < 0. De esta manera z_ (1), x4 (1) no tienen
valor real y no pueden ser puntos fijos.

3.2.2. —1<p<0

Si el parametro se encuentra en este rango, x_ (i), z (i) alcanzan un valor real, pero
negativos, por lo que no pueden ser puntos fijos para x > 0.

3
3.23. O<p<y

A partir de este tramo y mientras p siga creciendo , z_(u) < 0, por lo que no puede
ser punto fijo.

Por otro lado, /T + 4 > 1. Por tanto x, (1) es punto fijo, y si armamos su derivada
con las condiciones impuestas

3
0< < =
=7

0<4u<3
l<l4+4p<4
1< /T+4p <2
—2 < —\/T+4p < -1
—1<1—/T+4p<0
Entonces
1< %fu,u@)’w:m(u) <0

Podemos concluir que, x,(x) es un punto fijo atractor.

3.24. pu>3
Notemos que si
3
- <
4 M
Entonces
4 <144

Terminando de formar la derivada

1—/1+4p< -1

Entonces
d
%fuw(x”w:fu(u) <—1

Por lo que =, (1) se comporta como repulsor.

El cambio de comportamiento de x () en los ultimos casos localiza una bifurcacion
de tipo flip en pu = %. Se probara la naturaleza dobla periodo de este punto mas
adelante.
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—0.4

4. Dinamica de la familia f,,(x)

En este analisis, estudiaremos las dinamicas existentes en esta familia fijando dis-
tintos valores del parametro v e iremos describiendo el comportamiento limite del
intervalo via f,, a medida que crece p.

Ademas, agregaremos el comportamiento y las curvas de bifurcacion(si correspon-
den) al espacio de parametros al final de cada seccion.

Se indicaré para cada caso el nombre que recibe la zona de el espacio de parametros

4.1. Zona A, v < —%

Como anunciamos anteriormente y como una permanente en la zona A, z_(v), x4 (v)
no son puntos fijos.

4.1.1. Zoma Ay, u<0
Notemos que Vx € R se cumple que
f*"(z) = —oc0 cuando, n — oo

Consideramos a —oo como Unico atractor en este caso.
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Figura 6: Caso en la Zona A;

4.1.2. Zona Ay, 0 < pu< %

Tan pronto p tome valores positivos, existe el punto fijo x, (1), que en este caso es
un atractor.
De esta manera
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—0.4

» Siz € (—o0,0), f'(z) > —0
= Size (0’\//_/“)7 fn(x> - x-l—(”)
= Sixe (/p,00), ff'(x) = —oc0

0.5 $x_{-} Mostrar f_n

$
\ XL ue
0.0 derivadaf3

1T T T T T T T T
U L N
WU W

[ ]
.
-
OEE00ROREE
=1=]
=11

[ N ]
- =
-~
|

[
.
=
~ w
S o
(==
<

Il

154

T T T T T T
-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 7: Caso en la Zona A,

4.1.3. Zomna A3, 3 <pu<1

Como mencionamos anteriormente, hay una bifurcaciéon de tipo flip en u = %, por
lo que se genera una oOrbita atractora de orden 2 para estos valores de p

Es facil ver que el tramo negativo de v no tiene imagenes positivas, de esta ma-
nera, f,(f,(x)) no puede tener puntos fijos (esta composicion recibe reales positivos
y entrega negativos).

Notando que f?(x) — —oo para cualquier x < 0, se desprende que f2"(x) — —oc.
La composicion f,(f,)(x) no tiene sentido, ya que f, € R~

Miremos entonces f,(f.(z)) = p — (1 — 2?)?, y busquemos sus puntos fijos:

p—(p—2*2 =0 < ' —2ur* +2 —pu+pu*> =0

Antes vimos que =, () es punto fijo de f en este tramo:

fulwy () = 24 (p), entonces

(4 (1) + 24 (p) —p=0
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De esta manera, 1 — 22 debe ser raiz de f,(f.(z)) — z, por lo que 2* + = — p divide

a fu(fu(2)).

Factorizando:
4 2 2 2
et =2pr s —p= (" +r—p)(@® —r+1-p)

En la primera parte, analizamos los ceros del primer factor:
Son los puntos fijos de f,,x_ (1) v x4 ()
Los ceros del segundo factor son

1+ Ap—3 1—A4p—3
-T2 %

x? () = 5

2% (1)

Notemos que cumplen

!
8
|l\3

=

= fu(@? (1))
= fu(@® (p) = 22 (1)
s fu(i(p) = 22 ()

Averiguemos ahora la naturaleza de estos puntos fijos calculando la derivada:

dfu(fu($)) — 4B + dux = 41,(M _ :L‘Q)
dx
Evaluando en z2 (u): ()
df, (fu(a? (s
=4(1 —
o (1 —p)
Asi:
§< <1
1 H
-3
S |
> >
L >1—-pu>0
1 2
d,
1>4(1—p) >0, <~ O<W!z@w) <1

Concluimos que z% (p) y 22 (1) forman una orbita atractora de orden 2 para f,.
Describimos entonces el comportamiento limite del intervalo:

» Six e (—00,0), f"(z) > —oc0
. Siw e (0,) — Lo (@)}, F(0) = {2 (0), 22 ()
= Size (/p,00), ff'(z) = —oc0
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Figura 8: Caso en la Zona Aj

4.1.4. Zoma Ay, p>1

Analicemos qué ocurre con la 6rbita atractora para este tramo de p

:1+\/4u—3>0
2

3
Si,u>1>Z = 2% (n)

El otro atractor de periodo 2, z% (1) < 0 cuando p > 1, entonces

Fun(@ () = v — (22 ()2 € R™, Vw < _}l

De esta manera f,, (22 (1)) # 22 (n).Estos puntos no estan conectados via f,(f,),
por lo que el caracter atractor de la 6rbita {@2 (1), 2% (n)} se pierde cuando p > 1,
yv<—j.

Entonces, a excepcion de el punto fijo 2, (u), todo punto convergera al atractor —oo:

» Six e (—o00,0), ff(z) > —oc0

= Size(0,/n) —{ve(w)}, f"(x) = —o0 0 In € Ntal que f*(z) =0

= Size (/p,00), ff'(z) = —oc0
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Figura 9: Caso en la Zona A4
Mostramos ahora el espacio de pardmetros (u, ) y achuramos la zona A.
~=- flipdeu
=== finflipu
Espacio de parametros ~~- Silla nodo de v
1.00 T T
1 1
E
0.75 4 | |
i i
i i
0.50 - I I
i i
1 1
0.25 - i i
1 1
1 1
1 1
1 1
0.00 - -
i i
i i
-0.25 1

—0.50

-0.75

Figura 10: Espacio de pardmetros con las distintas zonas descritas por las
condicionesA = A;

4.2. Zona B, —% <v<0

Para v = —}1, se produce una bifurcaciéon tipo Silla-nodo. Si v toma este valor,
existen ahora z_(v), x4 (v) a la vez, y cumplen z_(v) = 2, (v) = —3. Es un punto
fijo que se comporta como repulsor a la izquierda de x_(v) (menor a x_(v)) y como
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atractor para la derecha de x4 (v) (mayor a x4 (v)).
Para —i < v < 0, z_(v) es un punto fijo repulsor de f, y z,(v) es un punto fijo
atractor de f,. En este caso z_(v) # z,(v)
En general z_(v) < z,(v) para —1 < v < 0.
4.2.1. Zoma By, p < z_(v)
» Six € (—oo,z_(v), ["(x) > —0
= Size (z-(v),0), f*(z) = 24 (v)

» Six e (0,00), f"(x) > —00
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Figura 11: Caso en la Zona B

4.2.2. Zomna By, x_(v) < u < 0(ver figura 7)
Sea Z(u,v) > 0, tal que f,(Z(p,v)) = x_(v), a saber

=) =a_(v) = #(uv) = Vi—a(v)
(—o0, (1)), f"(x) = —oc
Si z € (z_(v),0), fM(z) = 24 (V)
(
(2

Siz e

m Sixe

0, 2(p, v)), [*(x) = 24(v)
(1, v),00), f*(x) = —o0

Siz e
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Figura 12: Caso en la Zona B,

4.2.3. Zona B;, 0 < pu < %

Hemos visto antes que para este intervalo del parametro pu, existe el atractor z (u).
Contando el punto fijo que nos proporcionaba el otro tramo de la funcion, x_(v),
notemos que para estos valores del pardmetro, f,, tiene dos atractores.

De esta manera se tiene que

(—00, - (1)), f*(x) = —o0
Si 2 € (2 (1),0), f*(x) = 2, (v)
Si 2 € (0, /7). f(2) > 2 (11)
(
(z

m Sixe

Sta e (Vi z(p,v)), ["(x) =z (v)

Siz €

(1), 00), f"(x) = —o0
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Figura 13: Caso en la Zona Bs

4.2.4. Zona By, % <p<l

En este tramo, el punto fijo x (i) se transforma en repulsor, y los puntos que
eran atraidos por él son ahora atrapados por la érbita de orden 2 : {23 (1), 22 (u)}

= Siz € (—o0,2-(v)), f"(z) = —o0
. Size (v_(),0), f*(z) = . (v)
= Siz e (0,/p) — {z (W} f*(z) = {27 (1), 22 (0}
= Siz e (Vi Z(p,v), [M(z) = 2 (v)
(z

» Size (z(p,v),0), ["(r) = —o0
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Figura 14: Caso en la Zona B,

Para ;1 > 1, recordando que Z(u, V) es el punto que cumple ser la preimagen positiva
de z_(v):

ful@(p,v) = p— (2(p,v))? = 2 (v)
Estudiaremos cuando p toma el mismo valor que Z(u, ). Al considerar esta condi-

cién, buscamos una curva que permita expresar p en funciéon de v:
Tenemos

p=z(p,v)=p—z_(v)

Entonces,
pr=p—a_(v)
Esto es
9 14+ v1+4v
sty
Reordenando

p—p+a(v)=0
Resolviendo la cuadratica para p:

1+ /1 —4x_(v)
2

,u:

La solucién negativa para p no tiene sentido. Asi, consideramos

1+ /1 —4z_(v)
py(v) = 5
Notemos que esta curva creciente existe para v > —}1, y que ,uf(—i) = 1+2‘/§ >1.

Ademas, recordamos que para p > 1, se pierde la 6rbita atractora de orden 2.
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Asi, en la zona By, f,, tiene un punto fijo atractor, x_(v) < 0 y una 6rbita atrac-
tora positiva. Por ahora graficaremos la curva como un separador de las zonas. Més
adelante se ve la curva completa en el espacio de parametros.

4.2.5. Zona B;s, 1 < pn < ps(v)
= Stz e (—o0,z_(v)U(@(p,v),00), [M(z) = —o0
» Siz e (x_(v),0), f["(z) = 24 (V)
» Size (0,Z(p,v)) —{zs(n)}, f"(x) = z4(v) 0o In € N tal que f"(z) =0
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Figura 15: Caso en la Zona Bj
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Observemos también lo que ocurre cuando p = Z(f, v)

= Siz e (—oo,z-(v) U(E(u, v),00), f(x) = —00
w Size (v_(v),z(u,v)) —{z4(uw)}, f"(x) - x(v) o In € N tal que f"(z) =0
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Figura 16: Caso especial p = Z(u,v)
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4.2.6. Zoma Bg, p > pg(v) :

Para esta seccion, definimos Zo(p, v) tal que f,(Z2(p, v)) = Z(p, v).
Notar que 0 < Z(p,v) < x4(u) Cuando se necesiten, las preimagenes de orden
mayor, seran definidas recursivamente f,(Z;(u,v)) = Z,—1(p,v) parai € N

z—(v)) U(@(p, v), 00), f"(x) = —o0
= Siz € (z-(v),0), f"(z) = 24 (v)
= Size U2 fl (0,22, v)), fr(z) = —o0
= Size Ui, ful(e-(v),0), f*(z) = 24 (v)
= 2. (1) es punto fjo.

» Size(—o0

= Como en casos anteriores, hay preimagenes de repulsores entre los intervalos.
Si x no satisface una de las condiciones anteriores, entonces existe n € N tal

que f(x) =0, 0 f"(z) = z_(v)

154

1.0+ -

b3
b_4
0.5 sx_{-} Mostrar f_n
u$
X1,v-
. derivadaf3 -

] u=| 16|
-1.0 A ® f13

-1.5

il L

I T T T T T YT
W~ W

[=x=]
[=3=1

(N N
- .
-~
|

o
o
|
P,
—
17
®
g
COBE00ECARE

o0
-
e
T
[=l=]
==}
<
]
©
iy

T T T T T T
-1.5 -1.0 —=0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 17: Caso en la Zona B

Agregamos a nuestro espacio de pardmetros la zona B, achurando las agregadas en
la ultima seccién:
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Figura 18: Espacio de parametros con las distintas zonas B

4.3. Zona C,0<v<1

A medida que se modifican los parametros, las bifurcaciones ocurren cuando se
definen (o se indefinen) preiméagenes del 0.
Esto ocurre porque la 6rbita de un elemento cambia de tramo(o comienza a/deja de
existir) para alguna iteracion.
Este tipo de bifurcaciones ocurre rapidamente en particular cuando ambos para-
metros son positivos(de manera mas marcada atn cuando ambos parametros son
mayores que 1), lo que aumenta en riqueza el estudio de la dindmica producida por
la funcion.

4.3.1. Zona Cy u<z_(v)

Para este caso, tenemos el repulsor x_(v), quien empuja al tramo (z_(v),0) al
tramo (0, 00). Este tramo a su vez es enviado via f a (—oo,z_(v)), elementos que
bajo iteraciones de f decrecen hacia —oo rapidamente.

Entonces, se tiene que

VeeR—{z_(v)}, fM(x) > —oco < o3dn €N tal que f"(z) =0

cuando n — oo
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Figura 19: Caso en la Zona C

4.3.2. Zona Cy z_(v)<pu<0

Durante el analisis previo hemos estado estudiando los casos a medida que crece
(. Sin embargo, creo que en este caso vale la pena estudiar como cambia la dinamica
a medida que p va de 0 a z_(v):
Comencemos considerando la sucesién de preimégenes negativas del 0, b;, que cum-
plen:
b; < 0,

Juw(b1) =0,

v—(b)* =0,
Considerando que b; < 0, v > 0, tenemos
by = —
fu(biz1) = b,

by = —\/ v+\v

bi = —\/ UV — bi—l

Gi(p,v,z) = f,(fu(x)) — =, definida para by < <0

3

Sea

Y en general

Gi(p,v,z) = fi(fu(z)) — x definida para b; < pu < b;_y, i > 2
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Consideremos
@ (1) = Gi(p,v,0)
(1) = fuw—+(0) =0
De manera global
ai(1) = Gily,v,0), 1 > 2
Como una familia de polinomios en funcién de p. Se tiene, por construccion que

para p = b;(v)
%(bz) = O, — Gl(bl, v, O) =0

Ademés, podemos decir sobre su derivada que
dGi(bi7 v, 0) _ dfbi%(—)iri'(o)
dx dx
Por regla de la cadena aplicada en repetidas ocasiones, tenemos que para una
funcion iterada g, su derivada cumple

-1

En particular para nuestra funcion, tenemos que

dfe,(r) o )
—r==]-2£.@)

k=0
df ( k
e = H fin(@
Aplicando estos resultados para nuestra fun(:lon G, tenemos que
dG;(b;,v,0)
T H Iy o (

Reordenando, considerando que

371/(1‘) =1 =
(~2) ﬁ(fb L(0))-0=0
dGZ‘(bi,V, O)
dx =-170

Podemos aplicar entonces, el teorema de la funcién implicita para cada G; alrededor
del punto (b;, v,0) correspondiente.
Esto nos entrega una familia de soluciones p;(u, v) asociadas a cada G; tal que

Gz(:u? V7pi(u7 V)) =0
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en una vecindad de (p,v) ~ (b, v), b <p<bi_1,1>2

Este punto p;(u,v) es fijo para f,, i +(z) = fi(fu(x), que es en particular punto
de periodo i + 1 para f,,. A partir de esto, afirmamos lo siguiente:

Si by < p <0, entonces f,, tiene un punto de periodo 2.

T T T
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Figura 20: Ejemplo de periodo 2 para pu € (by,0)

Si by < p < by, entonces f,,, tiene un punto de periodo 3.
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Figura 21: Ejemplo de periodo 3 para u € (bs, by)

Si by < pr < by, entonces f,, tiene un punto de periodo 4.
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Figura 22: Ejemplo de periodo 4 para p € (bs, bo)

Si by < pr < bs, entonces f,, tiene un punto de periodo 5.
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Figura 23: Ejemplo de periodo 5 para u € (by, bs)

Llamaremos a

lim b; = bso
n—00

A partir de la relacion de recurrencia para b;, tenemos que

Reordenando
b2 4 by —v=0

Ya hemos resuelto esta ecuaciéon previamente, buscando los puntos fijos de f, :

-1 —-+v1+4v
boo = 5 =x_(v)

Tenemos entonces una familia de curvas de bifurcaciéon

Que convergen a
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Figura 24: Sucesion de curvas convergentes p;

Esta familia, definida para v > 0 tales que considerando 7;, sucesion de valores
que cumple p;(v;) = —1, tenemos

0< .. <VUp<Up1<..<v,limp;=0
1— 00

Considerando las restricciones correspondientes de p; a los intervalos p; : [, 00) —
(—o0, —1]. Estamos en condiciones de utilizar el teorema de Dini, y asegurar la
conevergencia uniforme.

Teorema 5 (Dini). Sea K un espacio compacto y sea (fn)nen una sucesion de
funciones continuas f, : K — R tal que:

1. fo(x) < foia(z) para todo x € K y todo n € N;
2. fu(x) = f(x) para todo x € K;
3. la funcion limite f : K — R es continua.

Entonces la sucesion (f,) converge uniformemente a f en K.

Notar que el resultado sigue siendo vdlido si la sucesion (f,) es mondtona decre-
ciente, es decir, si fni1(x) < fu(z) para todo x € K y todo n € N, manteniéndose
las demds hipotesis.

Para nuestro caso (fp,)ien, €s una sucesion monoétona de funciones reales con-
tinuas, raices negativas que aumentan su modulo. En el primer caso—y/v + /v <
—+/v, en general fy, , < f,. Previamente, hemos probado que f;, — x_(v) cuando
i — 00, con z_(v) también aplicacién continua.

Por el teorema de Dini, esta sucesion converge uniformemente sobre cualquier com-
pacto que no contenga al 0, dejamos fuera este valor ya que la pendiente de las raices
explota cerca de este punto.
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4.4. O<pu<?

Todavia en esta seccion mantenemos 1 > v > 0.
En este tramo de p, existe el atractor x4 (u).
Aqui, el describir los distintos intervalos con dindmicas invariantes se complica, ya
que tenemos preiméagenes del 0 desde ambos tramos de la funcion.

Para comenzar, tenemos los ceros de primer orden, /u con x > 0,y —/V con
x < 0.

Definimos ahora las siguientes sucesiones (M;);en, (m;)ien de preiméagenes de
VI, que cumplen:

= M; >0; m <0 VieN.

= fuw(My) = fu(My) =0 = My = /i

= fup(mi) = fu(m) = My = mi = —\/v— /p
o En general: f,(mi) = My, fu(fu(M:) = M
e my= oM, M =\i—m

s M= /p++v— M_,

= ;= —\/v— U — iy

Los elementos de estas sucesiones, son candidatos a bifurcaciones. En este sen-
tido, esperariamos distintas dindmicas para M; < v < M, para distintos i € N.
Estudiaremos cuales tramos provocan cambios en el sistema:

Notemos que podemos separar la sucesion en dos subsucesiones mondtonas: Si los
valores de My; existen, decrece, y la de los impares Ms; 1 crece cuando sus valores
estan bien definidos:

Esto es claro con el siguiente analisis:

M, = /i, M;s= ,u—l—\/l/—\/,u%—\/y—\/ﬁ

Osea que, si AM3 > 0,

M, =\/pn, Ms;=+/p+ P(u,v), con P>0 (13)
Por lo tanto
M, < Msj ya que la raiz es creciente en los positivos.

Directamente esto nos da el caso base para los pares, dado que M; > 0

M, < M; <— —M; > —M; <— \/u+\/V—M1>\/,u+\/V—M3 <— My > M,
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Debido a que el avanzar en la sucesion invierte el orden, concluimos inductivamente
esta separacion mondétona de la funcion.

Al analizar M;, podemos notar que al recorrer la sucesion, cada elemento de ésta
tiene condiciones de existencia (condiciones para ser real) a partir de la raiz o raices
que lo definen:

Para que M, = \/u +4/V — /It € R, necesitamos que
v>\/p
Para que M3 = \/,u+ \/V — \/u—l— V'V — /I € R, necesitamos que

v> VA, ¥ que

VZ\/M+WZM2

VZMQ

El mayor de los elementos de la sucesion,
My > M; , Vi € N,

Entonces, para la existencia de Ms, se necesita v > M, pero My > M;, Vi€ N.
Concluimos entonces que los intervalos (M;, M;;1), ¢ > 2 no tienen sentido, (son
intervalos degenerados) del estilo (Ms, M3) que cumplen si IM3 = M, > M3 por
tanto no hay bifurcaciones (en los bordes, adentro menos).

Si se realiza un analisis similar, para la sucesién que va por los negativos m;, las
condiciones para las raices son tan estrictas que para la mayoria de los parametros
en esta zona, mo en adelante no existen:

15
1.0
derivadaf3
e f1
- 2
0.5 - = Mostrar f n
e f3 =
fa m f1
e L ® f2
-- e f7 o f3
0.0 is o {4
.. o f5
-+ T o 7
1 e f1500 o 13
i ® 1500
-0.5 4 i e 1701 o f1701
""""""""" o 3
u=|001
1.0
v =| 0.10366
15
-15 -1.0 —-0.5 0.0
u 0.103

Figura 25: Candidatos a bifurcacion pre flip
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e f1
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0.5 - = Mostrar f n
e 13 =
fa m f1
e L ® f2
e f7 o f3
0.0 5 o f4a
- o f5
e f13 o 7
e f1500 o 13
® 1500
-0.5 4 e 1701 o f1701
o d3
u=|001
1.0
0.837 v =| 0.10366
15
u 0.103

Figura 26: Candidatos a bifurcacion post flip

En los gréaficos es muy explicito como estos puntos marcan fronteras de compor-
tamiento para los distintos intervalos de la funcion.
Para cerrar sobre estas sucesiones de puntos (que mas que nada son sucesiones de
relaciones algebraicas no reales), consideremos las relaciones de recurrencia para
M;, m; descritas anteriormente, y veamos quiénes se esconden en los limites de estas
sucesiones:

My =\ o= My (14
mi= —\Jv— VA= (15)

Considerando la continuidad de las raices, miremos el limite cuando i — oo

lim M; =, /p+ /v — lim M;_, (16)

1—00 1—00

lim m; = —\/v— /i — lim m;_4 (17)
1—00 =00

Recordando que 0 < M; < Ms, my < m; < 0, Vi € N,y que cada sucesiéon en
particular puede dividirse en dos subsucesiones monoétonas. Nos permitimos nombrar
a los limites de estas sucesiones como

lim M, = M. (18)
1—00
lim m; = my (19)
1—00
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Reemplazando ahora en (5):

R N TS (20)
Maw = —\JV — Vi =T (21)

Notemos que

fu,u,—,+(MOO) = My
fu,u,Jr,* (m00> = Moo

Ambos limites son puntos de periodo dos para f,,.

A partir de este analisis, y notando que las condiciones de los valores que son
candidatos a bifurcaciéon imponen restricciones sobre v dividiremos casos para este
parametro cuando es positivo.

4.4.1. Zona C3 0 < pu<v <./l

La condicién impuesta sobre v, provoca que las imagenes de f, (z) = v—a? < VI
(x <0).
Entonces, las imagenes de f,(z), tal que f,(x) > z_(v)entran en la cuenca de
atraccion de x(u).
Indicamos ahora el conjunto limite creado por f,, separando el intervalo en los
puntos de referencia que hemos creado.

= Stz € (—o0,2-(v))U@(k,v), 00), f'(2) = —o0
= Size (l‘_(V),O), fn(x) - x"l‘(u)

» Size (0,2(p,v)), f"(x) = () o existe n € N tal que f"(x) =0
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b_1
b2
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b4
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.5 u=|o2z
e f13
e f1500

Figura 27: Caso en la Zona C}

4.4.2. Zona Cy 0 < \/u<v <M,

Describimos al comienzo de la secciéon 3.4, las sucesiones que convergen a los
puntos de periodo dos para f,,. Como mencionamos, al ser la raiz de p una "pre-
imagen del 0", si v supera este valor, se presenta una orbita atractora de periodo
dos en f,,, el intervalo se divide entonces de la siguiente manera:

= Size (oo, (v) U(@(p, v),00), f"(x) = —00
n Size U, fun(0, i = M), [ (x) = 24 (1)
w Siow e U, [l (M, M), f*(x) — {27 (1), 22 (n)}
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b_1
b2
b_3
b4
sx_{-}( Mostrar f n
u)§

m f1
X1v- ® f2
) o f3
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e fl o f5
f2 o F:‘.'
- o 13
e f3 ® f1500
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e f1500

Figura 28: Caso en la Zona C}y

4.4.3. Flip de orden dos para f,, en la variable v

(0<pu<1, M; <v< M) Buscamos una curva de bifurcacion que relacione
los parametros i y v cuando ocurre este fenémeno.
Primero, crearemos un sistema de ecuaciones a partir de las primeras condiciones
para una bifurcaciéon de tipo flip:

Punto fijo:
fum—a(@) =v —(n—2*) =2
Derivada con valor —1:
—df””"d_;(x) = —1 =da(p — 2%
A partir de estas ecuaciones, tenemos que
u:x2—$ ’V:161:E2+x (22)
Si las reescribimos de manera ciibica, x # 0, tenemos
x?’:i—i—xu ,x3:x2y—1—16 (23)
Igualando estas ecuaciones para z°, tenemos
9 )
VT —uw—E:O (24)
Despejamos =,
pE 2+ G
x(p,v) = 57
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Lo anterior expresa el punto fijo de f,of, con derivada -1.
En este caso, escogemos el signo positivo de la solucién obtenida de la cuadratica
para x, ya que la otra solucion es negativa.

Mostraremos ahora la condicion de no degeneramiento, caracterizada por las
derivadas de la funciéon

1 <82f<xo,a*>)2 L L0 f(xp,a)

“= ox? 3 ox3

5 # 0 para nuestro caso (25)

Recordar que la funcién sobre la que estamos estudiando el flip en este caso es
F2(x) = v — (u— )2

. fu,l/,—,—&-(x) =V-—= (M -z
(Y=t ) (@) = Al — 2?)
(Paze=) () = 4 —32%)

o (Pl ) (1) = —240

ox3

2)2

Reemplazando en (25) con lo calculado

1 1
a= 5 (4(n— 32%))% + 5(~242) = 8( — 30%)* — 8u (26)
De (22), obtenemos un punto parametriado con la variable x, que recoge la condicién

para un punto fijo y con derivada —1

Sea
1 16

Q = (uo(x), vo(x), ) = (2* — i

Evaluamos (26) con los pardmetros que forman (), obteniendo

+x,7) (27)

1 2
a:@+32x

El valor de a es positivo para cualquier z # 0. Concluimos que la condicién de no
degeneramiento se cumple.

Continuando, para mostrar la existencia y el tipo de bifurcaciéon en este caso y en
otros, no es necesario calcular la funcién que describe al punto fijo, este paso es
evitable derivando de manera implicita y aprovechando las condiciones en el punto
fijo. Calcularemos el tltimo criterio del flip (conocida como transversalidad, que
incluye las derivadas cruzadas) de esta manera:

Queremos verificar que

d o0
L
dv 0z 19
Recalcamos que considerando ug fijo, la dgrivada parcial de p con respecto a v es
nula. Ademaés, previamente explicitamos %, y no depende de v para esta iteracion.
Entonces T queda
0?f 0
_Of o (28)
dx? Ov
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Revisaremos por separado estos factores, definimos

F:(IxIyxRy)—R ,puel,vel intervalos positivos reales

Pl ) = f2,(0) — 2 =v— (- 2*f —
Es claro por construccion que
FQ)=0
Ademés, sobre su derivada, por construccion
d d
@F(Q):E yo,u0<x>_1:_1_1:_27é0

Al reunir las condiciones para invocar el teorema de la funciéon implicita, lo utilizamos
para calcular % donde x representa el punto fijo:

ox ?9_1;
ox
Calculamos
OF __
« =
= GF =da(p—a?)
Reemplazando
0 1
e #0 Vo> ./u

o dr(p — x?)

Nos falta estudiar % = 4(pu — 3x?), el otro multiplo de 28.
Previamente, vimos que al evaluar en el punto (),

1
qu—gﬁ)=4ng—2ﬁ)

Reemplazando lo calculado evaluado en @ en (28)

1 1 1
T=4(-——22%) ———~ = — + 827
( ar ! ) dz(—£) @ o

De aqui concluimos que T' # 0, y por tanto la bifurcaciéon es de tipo flip.
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Figura 29: En este caso se puede apreciar el flip de periodo 2, y un v < M, pero
muy cercano. M es la linea segmentada negra.

Ya hemos probado que si /i < v < My, entonces la aplicaciéon f,of, presenta
una 6rbita periédica atractora (de orden dos para f), luego, cuando /it < v < Vg,
donde vy;p9, es el valor de v tal que la ¢rbita periddica de periodo dos es atractora
con derivada -1. La altima bifurcacién que vimos fue que si vyp0 < v < Mo, tenemos
una oOrbita atractora de periodo 4.

Nos detenemos ahora en la ecuacion v = M, recordamos que My > M; es tal que

fuofu(MQ) == Ml:
M, = \/lhL VY= Vi

Agregamos las curvas asociadas a v = vy v a Vv = My al espacio de pardmetros.
flip

Estas curvas fueron graficadas considerando la solucién a las ecuaciones, la primera

de grado 3, y la segunda de grado 4.
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Figura 30: Zoom en el espacio de pardmetros en el que se ven las curvas mencionadas.

4.4.4. Periodo de paz entre el flip de orden 2 y un periodo 3:
MQZ\/M+\/V_\/E<V

Considerando que el flip de segundo orden para v, genera una érbita atractora de
periodo 4 para f,, en el tramo —,+, —, +, de fil,, observamos que ésta orbita se

pierde cuando
V>M2:\//L+\/V—\//_L

debido a que la imagen de v, cambia de positiva a negativa para fy _ ;. Es decir el
punto cambia de tramo y desaparece la 6rbita atractora:
Recordemos que si v = M,

f+,—,+(M2) =0

Si consideramos su derivada:

df v +(x)

=2 sy — (u - 7)) (i — o)

Ya que es un producto, es facil estimar que

df+,*,+(M2)

>0
dx

Asi, fi_ (x) es creciente en una vecindad del punto, por lo que tenemos que
Siv< My

fr—4(v) <0
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La orbita —, 4, —, 4 tiene sentido.
Sl v > M2
fr—4(v) >0
Se pierde la 6rbita —, 4+, —, +.
De esta manera, si M, < v, podemos describir el conjunto limite generado por f,,

considerando que salvo que x sea preimagen del 0 o del punto fijo de orden 2, repulsor
x(p,v) € (M, My)

= Siz e (—oo,z(v) U@k, v),00), f*(2) = —o0

- Size (o), 7 (uv)), f(x) = 2 ()

i
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Figura 31: Caso v > My (M, es la linea segmentada negra)

4.4.5. \Ju+v<v

Continuando con el analisis de preimégenes del 0, comentamos anteriormente
que desde que v > 0, se presentan preimagenes "mezcladas", intercalando los tra-
mos de la funcion. Axel Silva consider6 algunas en su tesis con 1 = 0, y precisamente
crearemos la curva de bifurcacion a partir del mismo anélisis:

Sea z; = \/pu + /v, tal que f,, _ +(z1) =0, ademas se cumple que

fu(\/ﬂ+\/;):_\/;:bl

Al identificar un cero, en este caso para la segunda iteracién de la funciéon en el
tramo -,+; este punto critico separa los puntos que con dos iteraciones son positivos
(a la izquierda de z1) y los que son negativos (a la derecha de z;). Diferenciando en
este caso los tramos de f} _ | a la izquierda de z; y f? _ | a la derecha de 2. El
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interés esta en el segundo:
Siv <z, f§777+ no puede tener puntos fijos, ya que

folx) <v<zn

Cuando v cruza el valor z1, a saber v > 21, la cota anterior no existe, y hay un inter-
valo a la derecha de z; que regresa a su intervalo en el lado positivo via f3 _ 4, esto
significa que para v > z;veremos el nacimiento de una orbita periddica de periodo

3 para f,,

Para estudiar esta iteracion, definimos:

Sea Gs(p,v,z) = f2_ () —z=v—(v—(n—2°)?)° -2

Sea Z; = \/u + Vv + v — 2, tal que fi,—,+(271) = z;, notemos que z; < 21
Consideremos A = (v* — /v, v, /11 + /V), tal que G3(A) = 0.

Notemos que la condicion en la primera coordenada de A, u = v* — /v, tiene como
consecuencia que para que g > 0, necesitamos |v| > 1.

Consideremos ahora la derivada de G3(u, v, x):

dG3(I)
dx

= (2P falw) fooa -1

Evaluando %ﬁ) en A

dGs(A)

- =(-2%0-(u—2*)-2—-1=-1#0

Reunimos entonces las condiciones para afirmar que, por el Teorema de la funcion
implicita, G tiene un 0 en una vecindad de A, que es lo mismo que f3 _ | tiene un

punto fijo cuando (u, v, z) ~ (V2 — /v, v,\/ 1t + V).

Si miramos la derivada evaluada en 23

B o 5 125

Podemos estimar que

f—,—,+(21) =0

W = (=2)* - (—Vv—2)- <—\/”+—m) A<

Ya que tres de sus factores son negativos y uno es positivo.

De esta manera, dada la continuidad de la derivada de f2, tenemos que en el intervalo
(21, Z1) hay un punto fijo atractor para f3, es decir una 6rbita atractora de periodo
3 para f,, (el punto periédico de periodo 3 es cercano a 2, y esta a su derecha. Por
lo que tiene una derivada negativa cercana a 0.)

¥y que
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Figura 32: Caso v > z1, z; es la linea punteada azul, y Z; es la linea punteada negra.
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Se puede apreciar la érbita atractora de periodo 3 y ademas el atractor x (u)
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Figura 33: Zoom figura 24
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Figura 34: Zoom figura 25, se puede apreciar claramente el punto fijo de orden 3 de
naturaleza atractora

4.4.6. Flip de orden tres para f,, en la variable v

. . . 3 o
Probaremos ahora la existencia de un flip para f° = f,,_ _ 1) (1 —(u—22)2)2-
Como antes, comenzaremos con un sistema a partir de la condicién de punto fijo y
de la derivada de nuestra funcién:

v—(v—(u—2)?)P —a2=0 (29)
o 3
Ao = So(u— o~ (=% = -1 (30)
En adelante, para simplificar f,(z) = p — z*. De (30), despejamos
1
J— 2 -
v fM(‘T) 81‘]%(1‘)

Al hacer esto, estamos considerando:
n >0, = z#0
» fulz) <0, = fu(z)#0
Ambas ciertas ya que x > z; = \/m Obtenemos entonces
1

) = ) + g o (31)
Reemplazando (31) en(29), y reordenando, obtenemos que
P (32)
P 64a2(fu())?
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Esta es una relacion que caracteriza ambas condiciones. En particular, define de
manera explicita la forma que debe tener el pardmetro v con x y p. De manera
similar, podemos obtener que

1 2
M3 =5 —F7———=T2%

8x\/V —x
Estas ecuaciones las calculamos para graficar paramétricamente en el espacio de

parametros la curva flip.
Para continuar, probaremos que se cumple la condicién de transversalidad:

(33)

0 of3 0
o S (S~ (L)) = ~8efu(0)(1) = ~Sefyla) (30
Utilizando las condiciones del intervalo,
0 of3
P> 0,040 fule) <0, fu(0) £0 = 22— grpmy 20

Cumpliendo la condicion. El siguiente paso seré calcular las derivadas de orden ma-
yor y analizar el criterio que nos queda(no degeneramiento del flip).

La condicion de no-degeneramiento, es que

1 (2fu(x)\> 13f.,
“25( u(x)) s a,;3(95)

e £0 (35)

Se cumpla al evaluar en el punto fijo.
Comenzamos calculando las derivadas de orden dos y tres para f2 = f,of,0f.:

Nota:ojo aqui, los superindices de las funciones representan iteraciones, si hay
una potencia serd de la forma (f3(x))? (la tercera iteracion de f al cuadrado)

O = S(U@) ~ L)y + 2% — 62 ([, (2))) (36)
(98223 = 8(242° f,(z) — 18(f.(2))*x + 6vx)

Ahora, utilizamos la parametrizacion obtenida en (31) y evaluamos en este mapeo
de v en funciéon de p

Luego de reordenar, las derivadas quedan

O = 8 (M " 4$2((fu(37))2)

0x? 8z f,(x)
Calculamos el término de la condicién de transversalidad
1[0%f ? 2\2 2\2 2 2 2 2 4
2 WL&(M) =32 ((fu(x) -2z ) (V - fu(x) ) + 8z fu(x) (fu(x) — 2z )(V - fu(x) )+ 16z fu(x

(37)
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De la ecuacion de punto fijo, (29), tenemos que (v — f3)2 = v — x, reemplazamos

5 (Gl ) =32 (Ule) = 2P0 = 2 4 80P (o) 260 = Fua)) +100°0))

(38)
Pf3 3
o bt = B4 (x) ~ 1200 + )
Y su término en la condiciéon de transversalidad
1P f° 3 3 2 2
2 ) = B85 ()’ — 4,0 + 2(0 — (o)) (39)
Utilizando (38) y (39),
a=32(fu.(z)— 2;52)2 (v —1x)
+2562° fu ()% (fu(x) = 22%) (v — fu(2)?)
4 4
+ 512§ fu(x?? (40)
+ 642° f,, ()
— 322 f,(x)*
+ 16z (v — fu(x)z)
Reordenando el segundo término, para utilizar la condiciéon de la derivada,
a=32(fu(z) - 2x2)2 (v —1x)
+820f,(x) (fule) - 20%) e (@) (v — Fu(@)?)
=1
+ 5122 £, (2)* (41)
+ 642° f,(z)?
— 322 f,(z)?
+ 16z (v — f“(x)Q)
Eliminando términos semejantes del segundo, quinto y sexto sumando,
a=32(fu(z) - 23:2)2 (v —x)
— 162 f,(z)?
4 4
+ 5122: f#(xs) (42)
+642° f,, ()
— 642° f,(2)
+ 16zv
Factorizando, obtenemos que
a=32(fu(z) - 2x2)2 (v —x)
— 162f, (@) (f() + 4a?)
+ 5122 f,(2)* (43)
+ 642° f,(z)?
+ 16zv
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Reordenando, y reemplazando f, = u — 2? cuando ayude a estimar el signo

a=32(p— 33:2)2 (v —x)
— 162 f,(x)(u + 32%)
+ 5122 f, (7)* (44)
+ 642° f,(z)?
+ 16xv

Resolviendo )
a=32(p—32%)" (v—ux)

— 162 f,(x)p

— 4827 f,(2)

+ 5122 f,(2)* (45)
+ 642° £, (z)?

+ 16zv

De la ecuacion anterior, el tnico término que puede ser negativo es 642°f, ()3, pues

se tiene
—\Jrv+ Vv < fulz) < —Vv (46)

Vi+vo<a <y (47)

Se utilizaran (46) y (47) para encontrar una cota inferior de la suma de el resto de
los términos.

(46) = 48\/v < —48f,(x) < 48\/v + Vv 48

< (48)

(A7) = (p+Vv)2 <2® <V (ut+ V) <ot <ot (49)

(46) = —(v+ V)2 < fu(@)* < —vi P < @) < V) (50)
(49) y (50) = —64(u+ V)2 (v +Vv)? < 642°f,(x)° < —64v2  (51)
(49) y (50) == 512(u+ Vv)*v? <5122 f,(2)! <5120 (v +Vv)*  (52)

(19)y (19) = 8o+ Vi)t < —sspoe? <8 (YorvB)h (o

(47) = 16 (\/u + ﬁ) v < 16zv < 1602 (54)

De (51), (52), (53) v (54), tenemos

— 64(p+ VT)2 (v + V)R 4 512( + V)2 + A8V (4 VD)2 + 16 <\/u + \/Z) ”
< 642° f,(x)® + 5122 f,(2)* — 48f,(z)2® + 162V

—64v7 + 51204 (v + V/1)? + 48 (\/u + \/Z) V® + 1612
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Consideramos ahora la funcion H(j1, v) = —64(j4/2) 2 (v4++/2)2 +512(u+/v) 22+

A8\/v(p++/v)2 +16 (\/,u + ﬁ) v Las componentes de la funcion H (u, v) satisfacen
para p =0

H(0,v) = =640 (v + /¥)? + 512(v)7 + 4807 + 1601
2
— 64 (ﬁ) (1+v/7)? +560()F + 4807 + 1604 (56)

Vemos entonces que el término dominante es V%, por tanto para 0 < v pequeno,
H(0,v) > 0.

Notemos que para v, = (%)M se cumple que H(0,v,) = —64 (%)mn (1+ \/E)% +
16 (%)571 + 560 (%)m Esto es, que para 0 < n < 1, domina el término 560 (%)m
Estas estimaciones nos permiten confirmar que Vv > 0 vale H(0,v) > 0.
Consideremos ahora v > 0 fijo, y pu variando entre 0 < p < 1.

Si derivamos H con respecto a u, tenemos

H 1 1 ]_ 5

OH (p,v) é,u, Y) _ —64g(u+y)2(1/—1-\/;)3—1—1024(,u+\/;)u2+48;u(u+\/;)2+16§V(,u+ V) i
L
(57)
Para =0
H
w = —96(v)% (v + V)7 + 102407 + 7202 + 8u3
,u

- . . 1

Confirmamos entonces que para v > 0 pequeno, la funcién es dominada por v2 y
. . 7

para v > % domina el término 1024v14.

Asi
0H(0,v)

op

Concluimos entonces que la expresion

1 (anM,V<x>)2 1P f ()

>0,Vv >0

02 >0

a—2 3  0x3

Para todos los valores de & que satisfacen (46) y (47).

Este calculo concluye la demostracion de el flip para v en el periodo 3 de f.Con
este resultado finalizamos esta primera descripcion del espacio de pardametros para
este sistema. Las tltimas zonas quedan delimitadas por las mismas curvas que se
calcularon.
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Espacio de parametros

v=m;

v=sgri{u)[periodo 2]

e ]
H=X-v

b= —V{v+bs1)

flip orden 2 para v
v=z[periodo 3]

V=X, v)
— flipfz

flip de u

fin flipu

Silla nodo de v

Figura 35: Espacio de pardmetros con todas las curvas y zonas analizadas

4.5. Andlisis e imagenes de periodos mas altos

En la tesis de Axel Silva, se habla de una cascada de bifurcaciones de tipo flip,
con una relaciéon en las iteraciones en las que ocurre tipo Fibonnaci:

Tpt1 = 2Tp—1 + Ty, CONTH = 2,01 = 3

En esta cascada las iteraciones 2 y 3, son una especie de bloque de construccion
para todo el resto de las bifurcaciones tipo flip que ocurren. Estas tambien sentan la
base estructural que se repite, esto fue estudiado en la tesis de Axel con el operador
de renormalizacion.

Manteniéndonos en el caso de que 0 < pu < % (O bien, 0 < pu < 1), al cruzar la curva
de flip anterior, todo el intervalo (,/x,0) es atraido por z (i) (o bien, por la érbita
atractora de periodo 2: 0 < 22 (p) < 4 () < 2% ().

Como vimos en la seccién anterior, para z; < v < z1, hay una 6rbita de periodo 3;
cuyo mayor punto es r3 si z; < v < Vj,3. Luego, hay una orbita atractora de periodo
6 cuyo mayor punto mayor es x4 que satisface z; < 3 = f3(xd) <23 <zf <z si
Viips < v < Z1 . Denotando z3 el punto de periodo 2 repulsor de f,,, positivo, en
este caso, la dindmica es la siguiente:

= Siz e (—o0,z-(v)U(E(p,v),00), ["(z) = —o0

= Siw ¢ UZ, £, ({2, f(=2)}) v U £, ({0}), entonces f"(z) = 24 (n) o, f"(x) —

{1:07 fu,V<'r0)7 fi,l/(xo)}7

la orbita atractora de periodo 3; dado que x no sea preimagen del 0

» Al cruzar el flip, vy;p,s < v < 21, el intervalo sigue que
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1.06

1.06

31 € U sl 164 )1) U J((0]), ntonces ) ) o

(@) = {xo, fuu(x0), fi (l'o) ( o b [ (o), f (:UO)} la 6rbita atractora de periodo 6;

2214
dado que = no sea prelmagen del 0

1.5
10 m=p =m am P ==
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Figura 36: flip de f3
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Figura 37: zoom para el flip de f3

Si denotamos ahora por Mg > 71 el punto tal que f_of_of+(M2)
sideramos cuando 27 < v < Ms.
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1.08

Entonces, f_of_of(v) € (M, 21), y luego f_ofrof_of_of,(v) € (0,\/i). Esto es,
la orbita de v es atraida a la orbita atractora de periodo 2.

Esto quiere decir que la 6rbita atractora de periodo 6 satisface que el punto z¢(u, ) €
(z1,21) colapso en v = 2 y, luego, solo se ve, en (21, 1) una orbita repulsora de pe-
riodo tres.

Asi nace un nuevo periodo de paz, donde todos los puntos que no sean preimagenes
del 0, ni de cualquier 6rbita repulsora, son atraidas a z, (1) o a la érbita de periodo
2 si corresponde (p > 3).
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e f1

114 f2 Mostrar f_n
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Figura 38: Aqui hay un espacio entre ambas bifurcaciones en la que se pierde la
orbita del flip antes de que llegue el periodo 7, otro periodo de paz

Consideremos ahora 2, < M, < 73 < My, tales que f_of_of (&) = 25, f_of_of (M) =
M,
Al mirar la siguiente figura, notamos que
agregar foto Notemos que

f-of-of+([Ms,73]) = [z7,2%]
Aplicando ahora f_of,
frofvof-of-of ([Ma, #]]) = f-ofilaf,a%] = [xF, Mi]
Aplicando nuevamente,
fofvof-ofiof-of of (M, 7)) = f-ofy[wf, My] = [z, V]

Por lo tanto debe existir un punto M, entre M, y x3 tal que

f-ofvof-ofvof-of-ofi(My) = My
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y como M, satisface

f70f+0f70f+0f70f70f+(]\;[2) =V

, existe un valor de v, con M, < v < M, para el cual hay una 6rbita atractora de
periodo 7 para f si v es cercano, pero mayor, que M,

15
1o ITLZC U S N
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Figura 39: aqui ya existe la érbita atractora de periodo 7
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Figura 40: zoom figura anterior
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Figura 41: flip de f7
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Figura 42: zoom figura anterior

Asi, es razonable conjeturar que el mismo tipo de cascada de bifurcaciones que
estudio Axel Silva en su tesis aparecera para una sucesion de valores del parametro

7 7 13 13
vl <vp <vP<u?

Donde f* tendra en el intervalo (v7, 1) una bifurcacion de tipo flip.
O sea que, para v > v’ cercano, habra una orbita peridédica atractora que terminara
en una bifurcacion de tipo flip, y esta a su vez tendra un periodo de paz antes de
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pasar a la siguiente, donde todo punto que no sea preimagen de los repulsores seré
atraida al punto fijo (1) o su correspondiente 6rbita atractora de periodo 2.
Definimos por p;y =2,  py = 3, pita = 2p; + piy1

Conjeturamos ademéas que la sucesion v”*, % tiene como limite el valor 7, definido
de la siguiente manera:

Sea z5(u, v) el punto perivdico de periodo 2 definido para f_of,, recordando que

M, < zo(p, V) < M,

Conjeturamos que Uy, satisface Us, = Z2(it, V) A continuacion, presentamos diversa
evidencia numérica que sostienen nuestras conjeturas.

derivadaf3
e f1

f2
Mostrarfin o 5

OREE00R0O0REER
[t}

1701
- 500
- 701

Figura 43: paz entre el flip de f7 y el def'3
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Figura 45: zoom figura anterior
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Figura 46: la separacion de los puntos fijos de f? (ahora orbita de periodo 2)
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Figura 47: zoom en el flip de f13

Previamente, en la construccion del shift de Milnor-Thurston hablamos del con-
junto limite generado por f, nos referimos a este como Los puntos que tienen una
preimagen dentro de algun intervalo para cualquier iteracion de f. Agregamos defi-
niciones alternativas que separan el punto limite del conjunto limite.

Definicion 39. Sea f: X — X suave.
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y € X es punto limite de f si dx € X y n; — oo tal que

" —y, cuando 1 — oo

De manera similar, el conjunto limite wy = {y € X |y es punto limite de f}

La intuicion y las simulaciones nos hacen creer que el siguiente caso marca el fin
de las dindmicas cuyo conjunto limite es finito (y consecuentemente de entropia cero),
y que cuando v cruza esta curva(hacia arriba, positivamente) el sistema entra en
una etapa en que el conjuto limite siempre va a contener un subconjunto invariante
no enumerable y cuya dinamica tiene entropia positiva.

4.5.1. v==z(u,v)

Mientras se varfan los pardmetros y se analiza como cambia el grafico de la fun-
cion, naturalmente se buscan graficos(casos) que cubran de manera ideal los interva-
los. Ya que estos casos tienen un representante simbolico evidente, nos proporcionan
un lugar seguro para calcular entropia y generar intuiciéon en vecindades de estos
Casos.

Asi, estudiamos cuando
v =i, v) (58)

Recordemos que
Ju@(pv)) =2_(v), fulz-(v)) =z_(v)

Con el proposito de orden, Z(u,v) = &. Desarrollando lo anterior

Por definicion
p— i =ax_(v)

Aplicando nuestra restriccion inicial, 58
p=v>+z_(v)

La restriccion inicial sobre v nos dio esta curva en el espacio de parametros p x v
que representa este caso.
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Espacio de parametros

—

® U=X-m
® v=xpw
flip de u
fin flip u
Silla nodo de v

T T T T
-2 -1 0 1 2 3

Figura 48: Curva que representa v = &(u,v) y las curvas u = b;

Esta imagen nos da una idea general de la siguiente secciéon, que se dedicara
completamente al estudio de esta curva.

5. Sobre una sucesion de dindmicas de entropia po-
sitiva que convergen a una dinAmica de entropia
nula

Previamente, estudiamos una serie de puntos, que son preimagenes del 0, desde
el tramo negativo de la funciéon. En el libro de Rafael Labarca, Solange Arancibia y
Erik Inda, se estudian y utilizan técnicas para definir condiciones sobre la funciéon
y en los intervalos para que la dinamica generada esté en biyeccion con la de un
shift de tipo finito. Metricamente, las elecciones radican en que la eleccion de los
parametros calce con preimégenes de puntos fijos repulsores, definiendo los interva-
los en funcién de ellos. La razon es que estos puntos especificos cortan las imagenes
al iterar la funcion sobre los intervalos que definen, controlando el comportamiento
limite intervalo a intervalo. De manera simbodlica estos puntos cierran las orbitas
criticas, que recogen la parte esencial de la dinamica generada.
Luego de revisar algunos ejemplos basicos, utilizaremos este procedimiento que, ce-
rrando las orbitas en los intervalos, junto a la expansividad local ( esta se tiene como
consecuencia directa del teorema del valor medio excepto en el punto critico) de las
funciones nos garantiza y asocia directamente el shift de tipo finito y su matriz.
Para ejemplificar, miremos algunos de estos casos, comenzando con uno que antes
dejamos fuera de la sucesion, pero podria ser considerado un cero de la funcion,
supondremos cierto el teorema mencionado para este caso, sin embargo se iran mar-
cando los pasos que evidencian su
Consideremos entonces:
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p=0, v==a(uv)

Si particionamos el intervalo, en base a las secciones de la funcién monétonas y
continuas, tenemos:

1. Iy = (0,57(,u, V))
2. I, = (x_(v),0)
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Figura 49: Grafico de la funcién con los intervalos y parametros mencionados

Sé que el orden del indice de los intervalos no es el natural, sin embargo facilitaré
una posterior induccién sobre este indice.

Haciendo zoom en la imagen, podemos restringir el intervalo para visualmente
apreciar de manera clara, como los intervalos se cubren entre ellos via f, .
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Figura 50: Zoom figura anterior

Creamos ahora el grafo asociado al cubrimiento de intervalos entre ellos via f, .

Figura 51: Grafo asociado a la dinamica generada por f,, para =0, v = Z(u,v)

El grafo anterior, estd asociado al shift de Fibonnaci, (la forma habitual tiene
los vértices invertidos. esta matriz es su semejante).
La asociacién de este gréafico con la famosa sucesion, se entiende al mirar cémo
crece la cantidad de palabras a medida que crece su largo, O expresando la regla de
recurrencia de esta sucesion de manera matricial.
Por supuesto, la matriz asociada a este grafo, tiene como valor propio mayor el
ntmero de oro:

—-A 1

det(Ay — A1) =7 1 | = (NN - (W)

= det(Ag— M) =-A1-X)—-1=X—-)-1

Asi, igualando a 0 para encontrar sus valores propios:
pa,(N) =X —=A—1=0

Aplicando la férmula general para ecuaciones cuadraticas:
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—(-1) £ /(-1)2—4(1)(-1) 1£V/I+4 1£+5
2(1) B 2 2

1+v5 _1-V5

2T

A\ =

Entonces, el valor de entropia topologica de la dinamica generada con estos para-
metros, es

14+/5
hiop(Ag) = ln( +2‘[> ~ 0,48121182506 > 0
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0.794

Para continuar, recordemos b; la sucesion de preimégenes del 0. Esta esta definida
por

fu,y(bi—l) = bi7

Miremos entonces, un par de casos de esta sucesion y calculemos sus valores de en-
tropia topologica:

Si consideramos p = by, y v = Z(u,v), particionando de manera recurrente el
intervalo(a partir de sus ceros, y como bordes de la particion el punto fijo z_(v) y
su preimagen) dividiéndolo en este caso en 3 partes:

Ahora con pu = by

1. Iy = (O’i'(:uv V))
2. I = (b1,0)
3. I =(z_(v),b)
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Figura 52: f,,(z), tal que (p,v) = (bi(v), Z(p, v))
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Figura 53: Zoom en [z_(v), Z(u, v)]?. Se aprecia que f,,(Z(u,v)) = z_(v)

Creamos ahora el grafo asociado al cubrimiento de intervalos entre ellos via f, ..

Figura 54: Grafo que representa el cubrimiento de los intervalos via f,, con (u,v) =
(bl<v)7 j(ﬂ’ V))

Y calculamos la entropia de la dindmica generada por f,, en este caso, a partir
de la matriz asociada al grafo.

0 0 1
Ay =110 0
01 1
Asi,
-A 0 1
det(Ap, —AI)=|1 =) 0 |=(=N?1-)— (1)(-1)
0 1 1-X
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= det(Ay, — M) =N+ X +1

Igualando el polinomio caracteristico a 0:
Pa,(A) = =N+ +1=0 (59)

Como antes, aplicamos el método de Cardano-Del Ferro-Tartaglia actualizado

Dada
ar® + b’ +cx+d=0
Calculamos
B 3ac — b? B 203 — 9abe + 27a%d
P="32 > 1= 2743

El discriminante ) 5

q b

A= 14—
1 a7

Nos indica la naturaleza de las soluciones:
Para nuestra ctibica (59), tenemos:

p= q9=—55

1
3’ 27
Entonces
— - —==—=—>0
27 4 272 2916 108

El discrimiante nos indica que hay una tnica solucion real (nuestra candidata a valor
propio):

29\% 1 1 1
A:<9) 837 3

Asi, en funcién de el discriminante, p y ¢, nuestra solucion real es :

= (G VR + (VA -

Evaluando con los valores calculados anteriormente, nuestra solucion exacta es:

_ (2, [31 §+ 29 31 §+1
T\ 108 54 108 3

Entonces la entropia topologica, para (i, v) = (by, Z(u, v))

1 1
29 31 \° 29 31 \° 1
hoor(Ay ) =1In | [ 22 + /2= L i = | ~ 0,38224508584003
top(Apy) = In (54+ 108) +(54 108) *3

Notemos que

0 < Traop(As, ) < htop(Ao)
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La entropia va disminuyendo a medida que crece el indice de b; = p y modifica
su correspondiente v = Z(u, v).

De manera analoga a cuando igualamos denominadores de fracciones para con-
trastar una con otra, para comparar de manera clara la riqueza dindmica de los
distintos shift generados, al considerar preimégenes del 0 de mayor orden, iguala-
mos la cantidad de intervalos. Esto nos ayudara a checkear si hay alguna relaciéon
de contencion entre las dindamicas generadas por los distintos pares de valores de
parametros.

Al igualar la cantidad de intervalos, por medio de la discretizacion del itinerario
de los puntos en cada segmento de recta, se puede observar de manera natural la
relacion de contencién entre ambas dindmicas, a partir de las palabras prohibidas
asociadas a cada shift. Es decir, en terminos de la riqueza de lenguaje generado.

Para ejemplificar lo anterior, agreguemos un intervalo en el caso p = 0 para
compararlo con la dindmica asociada a = by.
En este caso : Iy = (0,2(0,v), I = (b1,0), Iy = (z_(v), b1)

154

1.0+

derivadaf3

0.5 - i1 Mostrar f n
° f |
m f1
f2 o f2
e f3 o 3
0.0 e f4 o f4a
- o f5
e f7 o 7
f5 o f13
o 1500
=031 e f13 o f1701
@ f1500 o 3
e f1701
u= 4.042124807290%255505
1.0

v =| 1.3247

LTI T T T T T T T T T T LTI T T T

154

Figura 55: (u,v) = (0,Z(u, v)). Intervalos analogos al caso p = by, pero con p =0

Consideremos su matriz y grafo asociados:

Clz

O = O
_— O =
_ o
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Figura 56: Grafo asociado a ('

Al comparar ambos grafos, es facil ver que la diferencia clave entre ellos esta en
la existencia de la arista Iy — I, que esta ausente si (u,v) = (by, Z(p, v)).
En terminos de palabras prohibidas, se tiene que

Fa,, =100,01,11,12,20} F¢, = {00, 11,12, 20}

Nota: Estos shift tienen memoria 1 por lo que basta con checkear las palabras de
largo 2 para analizar sus palabras prohibidas.
Claramente se tiene que

]:01 Cc F Ay,
Esto tiene como consecuencia directa que sus shift asociados cumplan
A Fay, C A}‘Cl

y ademas que
htOP(A]:Abl ) < htOP(A]:cl)

Efectivamente, en este caso la dindmica generada en p = 0 contiene a la generada
en (1 = by.

Antes de probar esta contencién para el resto de la sucesion b;, mostraremos que al
agregar de manera recurrente intervalos para describir la misma dinamica, los valores
propios de su matriz asociada se mantienen y solo se agrega como valor propio el 0,
con su orden en funcién de los intervalos agregados.

Este hecho trae como consecuencia que la entropia sea invariante a estos cambios.De
esta manera, podemos considerar la siguiente familia de matrices asociadas al shift
de Fibonacci, expresado en particiones de distinto tamano:

Nuestra matriz inicial, con dos intervalos

01
(0 ) -n

Para comparar con el shift © = by, tres intervalos:

011
Fr=11 00
011
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El siguiente serfa:

o O = O

En general

F, =

0
0

0
0

O = O =

Buscamos el polinomio caracteristico de Fj:

-2

(Fo — AI) =

1
—-A

1

_ o O =

_ o O =

1
0

Para calcular el determinante de esta matriz de manera mas clara, le haremos las
siguientes operaciones esenciales que aprovechan la simetria de la matriz para elimi-

nar filas/columnas:

Columnay = Columnas — AColumna,

Sea entonces la matriz modificada

-2 1-X 1
1 0 0
0 1 A
)= . . .
0 0 0
0 0 0
Asi,
1-X 1 1
1 -A 0
0 1 =X
det(F}) = (—1) det _ . :
0 0 0
0 0 0

e}

€ Mg12)x(kt2)

€ M(gy1)x(k+1)




Aplicando las operaciones analogas, podemos seguir reduciendo el tamano de la ma-
triz:

(1—=X) (=X+x+1) 1 ... 1 1 1
1 0 0 ... 0 0 0
0 1 A ... 00 0
det(F}) = (—1) det ' , L .
0 0 0 1 =X 0
0 0 0 0 1 1—-2A
De manera similar,
(=N+A+1) 1 1 1 1 1
1 -2 0 0 0
) ) 0 1 =X ... 0 0 0
det(Fy,) = (—1)"det . L : € Myxi
0 o o0 ... 1 =X 0
0 0O 0 ... 0 1 1-2AX

En este tratamiento de la matriz, notemos que al reducir su tamano,vamos acumu-
lando la informacién en la primera entrada. Describamos la entrada en funcion de
cuantas veces se ha eliminado una fila/columna:

1. 1,(0
2. f11 ]_ == 1 - )\2 - ]. ‘l‘)\fll(O)

e~
o
—
—

5. fn(k) = — )\l -+ A1 -+ \r—2 + ... A0

Calculamos el k-ésimo término para que nos quede una matriz de 2x2,(la original es
de (k42 x k + 2)), de esta manera tenemos

det(F}) = (—1)* - det (fnl<k> ! A)

Finalizando
det(Fy) = (—1)% - (\FF2 = \FFL )

Reordenando
det(F}) = (=1)" - M*(A\2 = X' = 1)

Recordemos que (A? — A\! — 1) tiene como solucién el ntimero de oro y precisamente
es el polinomio caracteristico de Aj.

Probamos entonces que no importa cuéntas preimégenes del 0 adicionales conside-
remos para particionar el intervalo, la entropia se mantiene y s6lo se agregan valores
propios igual a 0 de orden k.
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Ahora que tenemos la capacidad de adaptar la cantidad de intervalos para compa-
rar dindmicas, veamos en general el caso (u,v) = (b, Z(u,v)), y construyamos las
k-matrices para comparar:

Para darnos una idea, el siguiente grafico representa la funcién con k + 1 inter-
valos, con pu asociado al cero de orden k

T T T T T
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
0.50 ] 1 1 ] ]
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
0.25 9 1 1 1 I 1
1 1 1 1 1
) ] 1 1
""" 2 it it Bttty R 7, iy
0.00 : . ! 1/
. T T T | T derivadaf3 Mostrar f_n
b i I ° f1 m 1
st 1A 1 a 2 o 2
-0.25 1 1 1 1 ! - o f3
_____ ] e f3 .
- nl al — o f4
1
RN Y | o i 5 5
_ i I I I I I ® f7 -
0.50 1 1 1 1 1 - o f13
! 1 ! ! ! f5 o f1500
_____ Al ] & f13 o f1701
| | | | | y o 3
—0.75 ] ] ] ] ] @ f1500 -
______ L | e f1701 u= -1.083947802612#2
i i i i
—~1.00 1 1 1 1
_____ A S v =| 0.10366
1 1 1
i i i i
=1.25 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

T T T T T T T
-125 -1.00 -0.75 =050 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75

—1.084

Figura 57: Grafico que representa la particion con k + 1 intervalos, asociada a la
matriz Ay,

Construimos su grafo de manera recurrente. Aqui, resulta util el indexado de los
intervalos en direccion " opuesta", ya que al aumentar la cantidad de intervalos, el
grafo mantiene su estructura esencial:

Un ciclo de k + 2 vértices unidireccionados, con el dltimo intervalo agregado siendo
el tinico con dos aristas, ya que éste se cubre a si mismo:
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Y su matriz

—_

0

-

Figura 58: Grafo asociado a by

0

e}

0

000

e}

1
0

- OO

0
1

- O

0
1

€ My12({1,0})

Si comparamos este grafo con el asociado a = 0, con la misma cantidad de inter-

valos,

Figura 59:

D e T
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y su matriz comparativa Cj,

011 111
1 00 0
010 ... 000
Cr = S € My42({1,0})
000 ... 100
000 ... 011

La diferencia es evidente. Ademas, la riqueza de lenguaje también esta fuerte-
mente marcada. Comuniquemos lo anterior a partir de palabras prohibidas para

cada grafo:
(

0j sij£k+1
15 sij#0
27 sij#1
‘FAbk .
kj sij#k—1
\(k+1)j sij#k+ 1,k
En cambio,
00
1j sij#0
2j sij#1
Fo. =«
kg sij#£k—1
\(k:—l—l)j sij#k+ 1,k

El intervalo 0, intervalo inicial marca toda la diferencia.
Se tiene entonces

.Fck Cc F A,
Esto tiene como consecuencia directa que sus shift asociados cumplan
A]:Abk C Afck
y ademas que
hiop(Ars, ) < hiop(Aze, )

Nota: Observemos que podriamos hacer lo mismo para comparar ]:Abk con fAka 0
sea, agregar una fila, columna a Fay, s verificar que Fa,, C FAbk+1 lo que trae como

consecuencia que Ar . C Ar 4, Y entonces obtenemos Piop(Ar 4, ) < hyop(Ar , )
k+1 k k+1 k

Con esto concluimos la contencion de la dindmica en general cuando corre la sucesion.
Trabajaremos ahora la matriz para hacer calculos sobre su polinomio caracteristico
y obtener nociones de la entropia:
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1 =X 0 0 0 0
0 1 =X 0O 0 0
(Ap, = A) = : : : R :
0 0 0O ... 1 =\ 0
0 0 0O ... 01 1-—2X\

Aprovechamos la simetria de la matriz eliminando la primera y ultima fila para
calcular el polinomio:

X 0 0 0 0] 1
1 —x 0 0 o]l o
0 1 - 0 o|l o
(Ay, — M) =
0 0 0 1 =) o
0 0 0 0 1| 1-2X

De esta manera, tenemos

pr(A) = (=1 4+ (1= ) (=0

Resolviendo
pk()\) — (_1)k+1 + (_)\)k+1 + (_)\)k+2

Factorizando
pr(A) = (1) [ AFF2 A ]

Ahora que tenemos el polinomio general, induciremos que para cada k, existe un
punto A, € [1,2] tal que pg(Ax) = 0.

Esto se traduce en que la entropia asociada a el logaritmo de los valores propios del
polinomio, es -a lo menos- positiva.

Caso base de la induccion:

Si k =0, tenemos po(A) = A2 — A —1

po(l) =—=1<0, po(2)=1>0,

Dada la continuidad de pg, el teorema de valor intermedio nos dice que existe
Ao € (1,2) tal que po(Ag) =0
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Suponemos como hipétesis de induccién que dado k, 9\, que cumple
I <A <2
= pe(Ae) =0
Buscamos una relacion de recurrencia
Prir(N) = (=1)FF2 [=A2 4 \EF2 ]
Reordenando
prei(A) = (1) 2 A (A2 AR 4 1) — A+ 1]

Asi
Prar(A) = =Ape(A) + (=1)F2(1 = X)

Evaluando en 1, tenemos

prp1(1) = —pi(1) = (—1)F*

Evaluando en A, utilizando la H.I., pp(A\z) =0

Per1(Ae) = (=DF2(1 = Xp)

Por hipétesis de induccion, (1 — ;) < 0.

(60)

(61)

60 y61, nos permiten concluir que pg.1(1) v pri1(Ax) tienen distinto signo, de esta
manera, dada la continuidad de los polinomios, el teorema del valor intermedio nos

dice que existe A\g11 € (1, \g) C [1,2] que cumple

pk+1<)‘k+1) =0

Por principio de induccién, probamos que
Vke N, 4\, tal que

1<\ <2
Pe(Ak) =0

Ademas, en el altimo paso inductivo, notamos la sucesion de 0's de polinomios, Mg,

es decreciente:

M1 € (1L, M) = A1 < N

Afirmamos que
A — 1, sik— o0

En efecto, para cualquier £ € N tenemos
Pe(Ae) =0
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0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.0

Esto es lo mismo que
(_1)k+1 [_)\Z+2 + )\£+1 4 1] =0
Ya que (—1)F £ 0
[N + 1] =0
Considerando que A\, > 0, Vk € N

1
_)\k+1+k_+1:0
)‘k

Reordenando

1
Ao = — (1 + k—H) (62)
)\k

Supongamos que A\, — A, > 1, cuando £ — oo, entonces, tomando el limite k — oo
en 62, nos queda que
AL=—(140)=-1

Lo anterior es una contradiccion, yva que A\;, > 0 (Aqu? podria agregar que por sand-
)

wich se va a 1, o que probamos que 1 es el infimo y como es decreciente se tiene que
ir a 1, aunque no parece necesario ) Asi

lim A\, =1

k—o00
De esta manera, mostramos que existe sucesion de parametros con valores de entro-
pia positivos asociados a cada una, que convergen a un caso de entropia nula.

Agregamos para finalizar la curva que representa esta situacion en el espacio de
parametros limpio de otras curvas:

Espacio de parametros

® HU=X-wy _ 0
v=m; —a

v=sqrt{u)[periodo 2] — — .
udv)

b= —Vlv+b)

flip orden 2 para v

v=z1[periodo 3]
flipfs

v=xu,v) . . : . .

-1.20 flip de u -1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -0.90
——- finflipu S

Silla nodo de v

Figura 60: Cada interseccion de Z(u,v)) = v con p = b; representa uno de los casos
que estudiamos
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5.0.1. Algunos calculos entre los puntos de la sucesion de la curva z(u, v) =
v

condiciéon de atrapamiento
Profe, revisemos esto y luego lo agrego. Lo tengo en papel.

6. Apéndice

Adjuntamos el codigo que utilizamos para graficar el espacio de parametros y las
iteraciones de las funciones, en una versioén -mas o menos- limpia.
Este codigo fue hecho con ensayo y error, probablemente acepte (y necesite) muchas
mejoras.

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import plotly.express as px

import sympy as smp

import scipy.optimize

from sympy import Function, Symbol

from matplotlib.widgets import Button, Slider
import sympy.utilities.lambdify as lambdify
from scipy.optimize import fsolve

df=px.data. tips ()
#funcion por tramo numpy
def f(x,u,v):
return np.piecewise (x,
def fn(x,u,v,n=10):
for i in range(n):
y = f(x,u,v)
X =y
return x
#ploteo matplotlib

def plot (f, xrange, kolor ,ax=None, etiq=None ):

if ax is None:
fig = plt.figure ()

[x>0, x==0, x<0],[lambda t:u-np.power(t,2), la

ax = fig.add subplot(111)

#ax. scatter (zrange , f(zrange ), marker=".",c=kolor ,s=0.5)
return ax.scatter (xrange, f (xrange), marker=".
def plot2 (f,xrange, kolor ,ax=None, etiq=None):

if ax is None:
fig = plt.figure ()

ax = fig.add subplot(111)

#ax. scatter (zrange , f(zrange ), marker=".",c=kolor ,s=0.5)
return ax.scatter (f(xrange) , xrange, marker=".
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34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
90
o1
92
93
o4
95
96
o7
o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79

def plot param(u, v, prange, kolor, ax=None, etiq=None):
if ax is None:
fig = plt.figure ()
ax = fig.add subplot(111)

U = u(prange)
V = v(prange)
return ax.scatter (U, V, marker=".

Y

, c=kolor, s=.5, label=etiq)

# grid peque o para T
x_small = np.linspace (0.01, 2, 300)
U, V= ” ) []

for x in x small:
coefs = [64xxxx2, 0, —64xx*xx3, 8xx, —1]|
y_roots = np.roots(coefs)
y _real = y roots|np.isreal(y roots)].real
y = y_real[0] # elige la ra 2z que corresponda
U.append (x**2 + y)
V.append (y*%2 + 1/(8xxxy))

# Convertir a arrays
U = np.array (U)
V = np.array (V)

# Opcional: ordenar por U para que la curva sea suave
sort idx = np.argsort (U)

U = Ulsort_idx|

V = V][sort_ idx|

#Dominio de u
x = np.linspace(—2,2,25000,endpoint=False)
a = np.linspace(le—4, 1—-1le—4, 25000)

def signo abs(x):
return np.where(np.abs(x) < 1, —1, 1)
def df3(x,u,v):
A=(—2)*x3x(fn (x,u=u,v=v,n=2))*f (x,u=u, v=v)*x
return signo abs(A)
def u m2(a):
return ((1/np.sqrt(a) — a)/2)**2

def v m2(a):
return (1/np.sqrt(a) — a)/2 + a
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80
81
82
33
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125

#ALGUNAS BIFURCACIONES CUADRANTE 2

DE PREIMAGENES DEL 0

def u 2(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt(v))
def u_3(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt(v)))
def u 4(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt(v))))
def u_5(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt(v)))))
def u 6(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (v)
def u 7(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt (v+r
def u_8(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt (vinp. sqrt (vinp. sqrt (v+r
def u 9(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (vinp.sqrt (v+r
def u 2(v):

return —np.sqrt (vinp.sqrt(v))
#esta funcion es la solucion de —x +v_ —(u — x_ *%2)%x2 Jxx_ *(u_—x_ *xx2)+1

def single x solution(u):

def

def

def

def

def

#unica sol

A u= np.cbrt(np.sqrt(3) x np.sqrt (27 — 64 x uxx3) + 9)
return 2 % u / (np.cbrt(3) * A u) + A u / (2 * np.power (3, 2/3))

curva_flip2(u):

x1

single x solution (u)

return 1 / (16 % x1%%2) + x1

three x solutions(u):

#lista con 8 soluciones
theta = np.arccos( 3/(8xu)x(—3/—u)*%(1/2))
return [2 % np.sqrt(u / 3) * np.cos((theta + 2 % k = np.pi) / 3) for

v_u_multiple(u):

X =

v _zl(u):

three x solutions(u)|[0]
return 1 / (16 * xx%x2) X

)
+

A=np.cbrt (128*np.power(u,3)+3*np.sqrt (3)*np.sqrt (256*«np.power(u,3)+27

(
B-np. sqrt((

A/np.cbrt(2)+16+np.cbrt (2)*np.power(u,2)/(A)+4xu)/(2xnp. sqr

C=np.sqrt(—A/(3*np.cbrt(2))—16xnp.cbrt (2)*np.power(u,2)/(3xA)—2xnp. sc
D=np.sqrt(—A/(3*np.cbrt(2)) —16xnp.cbrt (2)*np.power(u,2)/(3%A)+2*np. sc
return [-B-C,C-B,B-D,B+D]|
x_gorrof(v):
gorrox=vxv—((1+np.sqrt(14+4xv))/2)
return gorrox
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126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171

def u_sn3(x):
return x*%2 + np.sqrt (xkxd—x*x%2)
def v_sn3(x):
return xx*x*4
def u zl(x):
return xxx4—x
def v _zl(x):

return x**2

al = np.linspace (0, 2, 15000)

a2 = np.linspace (1, 5, 15000)
#figura 2, espacio de par metros
fig 2 = plt.figure()

ax2 = fig 2.add subplot(111)
ax2.axhline (y=0, color="blue’)
ax2.axvline (x=0, color="blue ")
#ploteos

plot2 (lambda x:u_2(x),x,ax=ax2, kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u_3(x),x,ax=ax2, kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u 4(x),x,ax=ax2,kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u 5(x),x,ax=ax2,kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u 6(x),x,ax=ax2,kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u_7(x),x,ax=ax2, kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u_8(x),x,ax=ax2, kolor="brown’)

plot2 (lambda x:u_9(x),x,ax—=ax2, kolor="brown’)

plot2 (lambda x:—((14+np.sqrt(1+4%x))/2),x,ax=ax2,kolor="black’ etiq=r’'$\m
plot param(u m2, v_.m2, a, kolor="yellow’, ax=ax2, etig=r’$\nu=m 2$7)

plot (lambda x:np.sqrt(x),x,ax=ax2,kolor="orange’ ,etiq=r’$\nu=sqrt (\mu)$ |
plot2 (lambda x:(1+np.sqrt(1—4%(—((1+np.sqrt(1+4xx))/2))))/2,x,ax=ax2, kolc

plot2 (lambda x:—np.sqrt(x),x,ax=ax2, kolor="brown’,etiq=r’$b_ i=—\sqrt {(v4
plot (lambda x:curva flip2(x),x, ax=ax2,kolor="red’,etiq=r flip_orden_2_p:
plot (lambda x: v_u_ multiple(x),x,ax=ax2, kolor="red ")

plot param(u_zl, v_zl, a2, kolor='darkorchid’, ax=ax2,etiq=r’'$_\nu=z 1_%|
ax2.scatter (U, V, marker="."  s=.5)

ax2.plot (U,V,label=r flip$f 3$")

plot2 (lambda x: xsx—((1+np.sqrt(l+4%x))/2),al,ax=ax2, kolor=’olive’ ', etiq=

I S e o o o ok Kok KK KKK K KRR KR F KRk kxdk FIN €SPacio DPar Mmetlros x¥«kxsxxkxks

v=0.10366
u=np.power (v,2)+—((1+np.sqrt (1+4%v))/2)
#valores de preimagenes del 0
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172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217

M I=np.sqrt(u)

M 2-np.sqrt (utn p sqrt (v—np.sqrt(u)))
m_l=np.sqrt (v-M 1)

m_2=np.sqrt (v M 2)

z_l=np.sqrt (ufnp.sqrt(v))

z_12=np.sqrt (utnp.sqrt (v+np.sqrt (v—nap.sqrt (ufnp.sqrt(v)))))
z_ 2=np.sqrt (utnp.sqrt (vinp.sqrt(v)))

z_3=np.sqrt (utnp.sqrt (vinp.sqrt (vinp.sqrt(v))))

z_4=np.sqrt (utnp.sqrt (v+np.sqrt (vinp. sqrt (v+ap.sqrt(v)))))

ax2.axvline (x=0.75,label="flip_de_u’,color="red’ ,linestyle="—" alpha=0.!

ax2.axvline (x=1,label="fin_flip _u’,color="darkred’,linestyle="—" alpha=
ax2.axhline (y=-0.25,label="Silla _nodo_de_v’, color="darkgreen’  linestyle="
#config fig2

ax2.set_xlim(—3,3)

ax2.set _ylim(—3,3)

ax2.legend (markerscale=20,loc=4,draggable=True)

ax2.set title(label="Espacio_de_par metros")

ax2.set xlabel(xlabel=r’$\mu$’)

ax2.set ylabel(ylabel=r’$\nu$’)

#aqui se arma la figural
fig = plt.figure ()
ax = fig.add subplot(111)

caja_b=(—1.8,1.8)

ax.axhline (y=0, color="blue’)
ax.axvline (x=0, color="blue’)
ax.plot (x,x,color="red ")
ax.set ylim(caja_b)

ax.set xlim(caja_b)
valorv=—((1+np.sqrt (1+4xv))/2)
valorvl=np.sqrt (u-valorv)
ax.axhline (y=0, color="blue’)

b l=mnp.sqrt(v)

b 2=mnp.sqrt(vinp.sqrt(v))

b 3=mnp.sqrt(vinp.sqrt (vinp.sqrt(v)))
b_4=mnp.sqrt (vinp.sqrt (v+np.sqrt (v+np.sqrt(v))))
x_v=—((14np.sqrt(1+4%v))/2)

X _v_gorro=np.sqrt (u-—=x_v)
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219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263

df 3=plot (lambda x:df3(x,u=u,v=v),x,ax=ax, kolor="lightblue’ ,etiq="derivac
f 1=plot (lambda x:f(x,u=u,v=v),x,ax=ax, kolor="green’ ,etiq="f 17)

f 2=plot (lambda
f 3=plot (lambda
f 4=plot (lambda
f 7=plot (lambda
f 5=plot (lambda
f 9=plot (lambda
f 11=plot (lambda
f 13=plot (lambda
nnn

f 27=plot (lambda
[ 53=plot (lambda
nnn

f 15=plot (lambda
f 17=plot (lambda

X

I T

fn(x,u=u,v=v,n=2) ,x,ax=ax, kolor="orange’ ,etiq="f 27)
:fn(x,u=u,v=v,n=3),x,ax=ax, kolor="teal ’ ,etiq="f 37)
:fn(x,u=u,v=v,n=4),x,ax=ax, kolor="darkgreen’ jetiq="f 47)

( )

( )

cfn(x,u=u,v=v,n=7),x,ax=ax, kolor="darkorchid ’ ;etiq="f 7°
(x,u=u,v=v,n=>5),x,ax=ax, kolor="lightblue’, etiq="f F
cfn(x,u=u,v=v,n=9) x,ax=ax, kolor="limegreen ’ ;etiq="f 13"
X:fn(X,u:u,v:v,nzll)7X,ax:ax,kolor:’red’,etiq:’f_l?)’)
x:fn(x,u=u,v=v,n=13),x,ax=ax, kolor="darkgoldenrod ’ | etiq=

z:fn(z,u=u,v=v,n=27),z, ax=azx, kolor="lightblue ’, etiq="f
z:fn(z,u=u,v=v,n=53),z, ax=ax, kolor="red ', etiq="f 53’)

x:fn(x,u=u,v=v,n=1500),x,ax=ax, kolor="black ’ ;etiq="1 15(
x:fn(x,u=u,v=v,n=1701),x,ax—ax, kolor="black’ jetiq="1f 17(

ax.set aspect(’equal’)
ax.legend (markerscale=20,loc=4,draggable=True)

Interactivos

a

#slider v

axamp = fig.add axes([0.1, 0.25, 0.0225, 0.63])
amp _slider = Slider (

ax—axamp,
label="v
valmin=—1.2,
valmax=1.8,
valinit=v,

orientation="vertical")
# otro slider pa u
axfreq = fig.add axes([0.25, 0.03, 0.63, 0.03])
u_slider = Slider (

ax—axfreq,
label="u",
valmin=—2,
valmax=2,

valinit=u,

)

from matplotlib.widgets import TextBox

# Caja de texto para u
axbox u = fig.add axes([0.8, 0.28, 0.1, 0.05])
text _box u = TextBox(axbox u, ’u_=", initial=str(u))
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268
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271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309

# Caja de texto para v
axbox v = fig.add axes([0.8, 0.2, 0.1, 0.05])

I )

text box v = TextBox(axbox v, ’v_=", initial=str(v))

def submit u(text):
try:
val = float (text)
u_slider.set_val(val)
except ValueError:
pass

def submit_v(text):
try:
val = float (text)
amp _slider.set val(val)
except ValueError:
pass

text _box u.on_ submit(submit u)
text box v.on submit(submit v)

from matplotlib.widgets import CheckButtons

# Agregamos f 13 y las curvas grandes
iter _curves fig = {
17
f 27
37
40
f_
f_
f

S
S S
f 97
fo117: 1,
f 137 3,
f 15007: f 15,
f 17017 f 17,
'df 37:df 3,

Y

Y

O J T = W N -

1
1

}

# Panel checkbuttons para mostrar/ocultar curvas
raxl = fig.add axes([0.8, 0.33, 0.15, 0.25])

labelsl = list (iter curves fig.keys())

visibilityl = [True|xlen(labelsl)

check iter = CheckButtons(raxl, labelsl, visibilityl)
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310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355

raxl.set title("Mostrar_f n")

def toggle curve(label):

visible = not iter curves fig|[label]|.get visible()
iter curves fig[label].set visible(visible)
fig .canvas.draw _idle ()

check iter.on clicked(toggle curve)

Fin

#Graficos intervalos
#ax.annotate(r’§ b 1 §7, zy=(b_1,0), zytext=(b 1,0.2),arrowprops=dict (ar

nnn

axr.
axr.

annotate (r’$ I {k+1} \dots $°, zy=((z_v+b_2)/2,0), zytext=(x v, —0.2),
annotate (r’$ \dots I 2 8§87, zy=((b_2+b 1)/2,0), zytext=((b_2)%0.98, 0.

ax.annotate (r’31 187, zy=(b_1/2,0), zytext=(b_1/2,—0.2), fontsize =13, fontwe
ax.annotate(r’$ I_0 $’, zy=(np.sqrt(u+(l1+np.sqrit(1+4xv))/2),0), zytext=(1
#M 1y m_ 1

ax.annotate (r’$M 187, zy=(M 1,0),zytext=(M 1,0), fontsize =13, fontweight="b
ax.annotate (r’$M 287, xy=(M 2,0),zytext=M 2,0), fontsize=13,fontweight="b
ax.annotate (r’$m_ 1§, zy=(m_1,0), zytext=(m_1,0), fontsize =13, fontweight="b
ax.annotate (r’$m_287  xy=(m_2,0), zytext=(m_2,0), fontsize =13, fontweight="b

nimnn

def update(val):

u_val = u_slider.val

v_val = amp _slider. val

iter funcs = {
'f 1’: lambda x: f(x, u=u_val, v=v_val),
'f 27: lambda x: fn(x, u=u_val, v=v_val, n=2),
'f 37: lambda x: fn(x, u=u_val, v=v_val, n=3),
'f 47: lambda x: fn(x, u=u_val, v=v_val, n=4),
'f 57: lambda x: fn(x, u=u_val, v=v_val, n=5),
'f 77: lambda x: fn(x, u=u_ val, v=v_val, n=7),
'f 97: lambda x: fn(x, u=u_ val, v=v_val, n=9),
'f 117: lambda x: fn(x, u=u_val, v=v_val, n=11),

(
'f 137: lambda x: fn(
"f 15007 : lambda x: f
f
f

x, u=u_val, v=v_val, n=13),
n(x, u=u_val, v=v_val, n=1500),
n(x, u=u_val, v=v_val, n=1701),
3(x, u=u_val, v=v_val),

'f 1701’: lambda x:
'df 37 : lambda x: d
}

# —— actualizar curvas ——
for label, func in iter funcs.items():
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357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368

y_ vals = func(x) # usa z global definido fuera del update
iter curves fig|[label].set offsets(np.column stack((x, y_vals)))

fig .canvas.draw idle()

# update con los dos slider
amp _slider.on changed (update)
u_slider.on changed(update)
plt .show ()
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