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Resumen

La conjetura de Pfister, formulada en la década de los 90’s, afirma que, dada una extension
finita sobre el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios en una variable sobre los
numeros racionales y en extensiones finitas de este cuerpo de fracciones, todo elemento
totalmente positivo puede expresarse como suma de a lo mas cinco cuadrados. En este
trabajo presentaremos la demostracion de dicha conjetura, propuesta por Olivier Benoist
en 2025. La demostracidn original utiliza el lenguaje de secciones globales y racionales de
fibrados lineales, utilizando implicitamente la equivalencia con divisores. En nuestro caso,
el objetivo es reducir la prueba puramente al lenguaje de divisores y a los subespacios
asociados en el cuerpo de funciones. Con esto, buscamos hacer el trabajo accesible a
lectores con conocimiento previo en la teoria algebraica de cuerpos de funciones —como
la desarrollada en el texto de Stichtenoth— sin la necesidad de recurrir a las diversas
equivalencias de categorias que habitualmente se adquieren en cursos de geometria
algebraica mas avanzada.
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Abstract

Pfister’'s conjecture, formulated in the 1990s, states that, given a finite extension over the
field of fractions of the ring of polynomials in one variable over the rational numbers and
finite extensions of this field of fractions, every totally positive element can be expressed as
the sum of at most five squares. In this thesis, we will present the proof of this conjecture,
proposed by Olivier Benoist in 2025. The original proof uses the language of global and
rational sections of linear bundles, implicitly employing equivalence with divisors. In our
case, the aim is to reduce the proof purely to the language of divisors and the associated
subspaces in the field of functions. By doing so, we seek to make the work accessible to
readers with prior knowledge of algebraic function field theory—such as that developed in
Stichtenoth’s text—without the need to resort to the various category equivalences typically
acquired in more advanced algebraic geometry courses.

Keywords: Sums of square, valuations and divisor.
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Introduccion

El nimero de Pitagoras p(k) de un cuerpo k es el entero positivo mas pequerio p tal que
cada suma de cuadrados en k es una suma de p cuadrados. Sabemos que Euler (1760)
demostré que p(Q) = 4, mientras que Siegel (1921) extendid este resultado a un cuerpo
de numeros k arbitrario, demostrando que p(k) < 4. Posteriormente, Pourchet (1971)
considerd el caso de Q(t), el cuerpo de funciones racionales en una variable sobre Q,
donde demostré que p(Q(t)) < 5. Basado en ese resultado, Pfister conjeturé que, si F' es
una extension finita de k() para k£ un cuerpo de numeros, entonces p(F') < 5 (véase Pfister
(1995, Capitulo 7, Conjetura 1.10(1))). En julio de 2025, el matematico Olivier Benoist
publicé un preprint (Benoist, 2025) con el enunciado de la afirmacion de la conjetura, este
preprint fue escrito en el lenguaje geométrico, usando esquemas y espacios anillados,
nosotros buscaremos traducir esta demostracion al lenguaje de valuaciones y divisores.

En los mas de 50 afnos entre Pourchet (1971) y Benoist (2025) se desarrollaron muchos
resultados parciales. Por ejemplo, Colliot-Thélene y Jannsen (1991) demostré que p(F') < 7.
Ya en 1934, Ernst Witt demostré que p(F') = 2 si F' es una extension finita de R(¢). Este
trabajo inicial esta escrito en un lenguaje de geometria compleja (superficies de Riemann),
pero las ideas de su demostracion pueden rastrearse en los trabajos posteriores. Con el
objetivo de clarificar el desarrollo de estas ideas. Uno de nuestros objetivos sera algebraizar
los argumentos analiticos de Witt e identificar la secuencia logica en los demas trabajos, lo
que permitira entender y evaluar la veracidad del preprint de Benoist (2025).

Para lograr este obijetivo, el presente trabajo se estructura de la siguiente manera.

En el Capitulo 1, introduciremos los preliminares algebraicos necesarios, centrados principalmente
en la teoria de formas cuadraticas y la introduccion de los anillos de Witt los cuales seran
esenciales para enunciar el Teorema de Kato.

El Capitulo 2 establecera las bases de la teoria de cuerpos de funciones algebraicas
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sobre un cuerpo k , definiendo conceptos esenciales como anillos de valuacion, lugares, y
divisores, sentando las bases del lenguaje algebraico en el cual se desarrollara el trabajo.

En el Capitulo 3, abordaremos la generalizacion del teorema clasico de Witt, reemplazando
el cuerpo R por un cuerpo real cerrado R. Esto lo haremos dando una demostracion
puramente algebraica del Teorema de Witt para cuerpos de funciones algebraicas F'/R.
Dada una funcién f € F/R positiva definida, el argumento central radicara en estudiar su
divisor principal en la extension F'(i)/R(i). Utilizando la divisibilidad del grupo de clases de
esta extension, demostraremos que es posible descomponer el divisor de f como

div®(f) = div®D(A) + divEO(A)

para alguna funcién compleja A = a+bi € F(i) (Proposicién 3.6). Esto nos permitira deducir
algebraicamente que f difiere de una suma de dos cuadrados solo por una constante | € R,
es decir, f = I(a® + b?).

La prueba concluira dicotomizando el problema segun la existencia de lugares R-racionales.
si F(R) # 0, la hipdtesis de positividad definida sobre f fuerza a que [ > 0 (Teorema 3.10),
siendo trivialmente un cuadrado en R.

Por otro lado, si F(R) = 0, el cuerpo no es formalmente real y —1 es suma de dos cuadrados
(Corolario 3.9), lo que, mediante la identidad de Euler, permitira absorber un eventual signo
negativo de [.

En todos los casos, se garantizard la existencia de g,h € F tales que f = ¢*> + h?
(Teorema 3.11).Esto nos permitira comprender qué hipdtesis reales son estrictamente
necesarias en la demostracion original.

El Capitulo 4 proporcionara los preliminares aritméticos, introduciendo los cuerpos p-adicos,
el Lema de Hensel y sus consecuencias, las cuales seran relevantes para el desarrollo de
este trabajo.

Finalmente, el Capitulo 5. Dado un elemento f € F'/k positiva definida, siempre podremos
escribir su divisor de la forma div(f) = E — 2D. Con esto vamos a justificar la existencia de
secciones «,, € .Z,(lA) Y Bi, € Z,(D +1A) para algun divisor A de F'/k amplioy un € Zlo



suficientemente grande, tal que para todo lugar v de k satisfagan la siguiente ecuacion

5
2 2
fa'u - Z Bi,v
=1

en cada completacion k, respectivamente (véase Teorema 5.10 y Teorema 5.20).

Luego se probara que la propiedad de ser suma de cuatro cuadrados se preserva bajo
pequenas perturbaciones en vecindades 2—adicas (véase Proposicion 5.16), lo mismo
ocurrira para completaciones reales. De este modo se podra argumentar que las de
secciones a € Z(lA)y 35 € Z(D + lA) en F/k que aproximan simultdneamente a «, con
a'y B, con (5, cuando v es una completacion diadica y real, dadas por el Teorema de
aproximacion débil de Artin-Whaples, cumpliran que la funcidn positiva definida

- (2)
«
es suma de 4 cuadrados en todas las completaciones F, /k, ( siendo este el resultado
principal, véase Teorema 5.25). Finalmente se aplicara un principio local global deducido
del Teorema de Kato, 1986 (Véase Teorema 5.5). Concluyendo asi la prueba de la conjetura
de Pfister.

Paralelamente, compararemos el proceso légico del Trabajo de Benoist con la demostracion
de Pourchet para el caso particular cuando F' = Q(t).



Capitulo 1

Preliminares algebraicos

En este primer capitulo buscaremos dar las definiciones mas bésicas pero sumamente
relevantes para el desarrollo de este trabajo.
Este capitulo se centrara principalmente en formas cuadraticas.

1.1. Sumas de cuadrados sobre cuerpos

Como bien adelanté en la introduccién y como se puede ver en el titulo de la tesis, el
objetivo sera calcular el numero de Pitagoras de cuerpos de funciones algebracias en
diversos cuerpos.

Para ello, vamos con la primera definicion:

Definicion 1.1. El numero de Pitdgoras p(K) de un cuerpo cualquiera K es el entero
positivo p mas pequefo tal que cada suma de cuadrados en K es una suma de p cuadrados.

Resultados conocidos de este valor son, se mencionaron en la introduccién, por ejemplo:
Euler (1760) demostré que p(Q) = 4, también, Pourchet (1971) demostré que p(k(t)) < 5
para cualquier cuerpo de nimeros k. Otro ejemplo importante es el siguiente:

Ejemplo 1.2 (Pfister, 1995 Charper 7,51, Example 1.4 (3)). Si k es un cuerpo de numeros,

entonces
4 Sik tiene un lugar dyadico p con [k, : Q] impar

p(k) =

3 En otro caso.

Mas adelante entraremos en detalles sobre que es k,, por ahora podemos notar que
p(Q) =4 yaque [Q : Q] = 1. Dado un cuerpo k, diremos que este es no real siy solo si



—1 es suma de cuadrados en k. podemos desprender la siguiente definicion:

Definicion 1.3. Sea & un cuerpo no real, definimos el nivel del cuerpo k como el menor
entero tal que -1 es suma de cuadrados. Lo denotamos como s(k).

1.2. Cuerpos Real Cerrados

En este capitulo vamos a definir lo que es un cuerpo real cerrado, al igual que la nocién de
la clausura real de un cuerpo ordenado. Dado que las sumas de cuadrados son fuertemente
relacionados con la nocion de ordenes en un cuerpo, empezaremos con recordar algunas
definiciones basicas.

Definicion 1.4. Sea C un conjunto cualquiera. Una relacion de orden < en C' es una
relacion binaria <C C x C' que satisface los siguientes axiomas:

a) Reflexiva: Vx € C, x < z.
b) Antisimetria: Vz,y € C, (x <yAy<z)=>x=1y.
c) Transitividad: Vz,y,z € C, (z <yAy<z)=x <z

Si ademas cumple que Vz,y € C se tiene que = < y 0 y < z, diremos que es de < es una
relacion de orden total.

Definicién 1.5. Sea (K, +, ) un cuerpo cualquiera. Diremos que < es un orden del cuerpo
K, si satisface las siguientes propiedades para todo a, b, c € K:

m Sia<bentoncesa+c<b+cy
" Si0<ay0<b entonces0<a-b.

Como es usal, escribiremos a < bparaa < by a # b. Las notaciones b > ay b > a
representan a < by a < b respectivamente. Los elementos en 0 < a se llaman positivos.

Definicién 1.6. Un cuerpo ordenado es un par (K, <) donde K es un cuerpo y < un orden
del cuerpo en K. Un cuerpo ordenado (K, <) se denomina maximalmente ordenado si 'y
solo si no existe ninguna extension algebraica de cuerpos propia K C K; que admita un
orden <; que extienda el orden < de K.



Proposicion 1.7 (Prestel, 2007, Proposition 3.1). Sea (K, <) un cuerpo maximalmente
ordenado. Entonces cada elemento de K positivo con respecto < es un cuadrado. En
particular, < es el unico orden de cuerpo en K.

Definiciéon 1.8. Diremos que un cuerpo cualquiera K es formalemente real si —1 no es
suma de cuadrados en K.

En algunos textos llaman a los cuerpos formalmente reales, solo reales. Nosotros reservaremos
el adjetivo "real” en el caso en el que el cuerpo pueda ser incrustado en R.

Definiciéon 1.9. Un cuerpo R se dice real cerrado si R es formalmente real y que no tiene
ninguna extension algebraica de cuerpos propia formalmente real.

Observacion 1.10. 1. Un cuerpo R es real cerrado si y solo si tiene un unico orden y
(R, <) es maximalmente ordenado (Véase Prestel, 2007, Lemma 3.2).

2. Un cuerpo R es real cerrado si y solo si R(v/—1) es algebraicamente cerrado y
R # R(v/—1). (Véase Prestel, 2007, Theorem 3.3).

Si recordemos que la propiedad arquimediana en un conjunto ordenado C' nos dice que:
dados dos elementos z,y € C' con x > 0, existe un n € N tal que nx > y. Esto nos motiva
a definir esta propiedad respecto a las extensiones de un cuerpo real cerrado R.

Definicion 1.11. Sea (L, <) un cuerpo ordenado y sea R C L un subcuerpo que es un
cuerpo real cerrado. Se dice que el cuerpo (L, <) es R-arquimediano (o que la extension
ordenada L/R es arquimediana) si y solo si, para todo elemento = € L, existe un elemento
r € Rtalque x <r.

Definicion 1.12. Una clausura real de un cuerpo formalmente real K con respecto a un
orden fijo es una extension algebraica real cerrada R/ K , tal que el orden de R se restringe
al orden fijado en K.

Observacion 1.13. Para cualquier cuerpo formalmente real K, para cualquier orden de K,
existe una unica clausura real con respecto a este orden, salvo K-isomorfismo (Véase,Prestel,



2007, Lema 3.6).

1.3. Teoria algebraica de formas cuadraticas

Otro de los componentes esenciales para el desarrollo de este trabajo son las formas
cuadraticas y toda la teoria que estas conllevan. La mayoria de definiciones de esta seccidn
son extraidas del libro Lam, 2005.

Definicion 1.14. Una n—forma cuadrética sobre un cuerpo K es un polinomio ¢ homogéneo
de n variables de grado dos, mas precisamente
n
¢(X1,.. X)) =) aXiX; € K[Xy,..., X,
ij=1

En términos matriciales, definamos la matriz /; como la matriz de coeficientes (a;;), donde
aj; = :(a;; + aj;) (para que la matriz sea simétrica) esto nos dice que podemos escribir el
polinomio ¢ como

X4

¢ X)=(X1,.... X)) - M,- | + |=X""M;-X
X

Diremos que dos formas cuadraticas f y g son equivalentes(f = g) si existe un un cambio
de coordenadas lineal, no singular y homogéneo de las coordenadas X3, .., X,, que envia la
forma g a la forma f, en el sentido de matrices, seréa cuando exista una matriz C' € GL,, (k)
tal que f(X) = g(C - X) es decir que

f(X) =g(C-X)
= X' M; X =(CX)'-M,-CX
= XU M- X = (X)) (Ct- M, C)- X
= M;=C"M,-C

Esto ultimo nos dice que podemos reducir la equivalencia de formas cuadraticas de un
cuerpo K, a equivalencia de matrices simétricas del grupo GL,, (K).
Ahora un ejemplo de equivalencia de formas cuadraticas.



Ejemplo 1.15. Si usamos el cambio lineal ¢ que cumple que X; — X; + X5, Xy — X1 — Xo,
la forma binaria g( X1, X2) = X; X, cambia de la siguiente manera

9(d(X)) = g(X1 + Xo, X1 — Xo) = (X1 + Xp)(X; — Xp)
= X7+ X3

Es decir, g es equivalente a la forma ¢( X, X,) = X? + X3

Por tradicién, definiremos la siguiente notacién. Sea la forma cuadrética ¢ = >, ¢, X* en
K, entonces la denotamos como ¢ = (ay, ..., a,).
Continuando con las definiciones claves, tenemos la siguiente.

Definicidon 1.16. Sea ¢ una forma cuadratica definida sobre un cuerpo K, definimos la
forma bilineal inducida por ¢ en K x K de la siguiente manera:

q(x +y) —q(x) —q(y)

B(z,y) = 5

ahora si tomamos V un K —espacio vectorial de dimension finitay B : V x V — k una
forma bilineal simétrica en V. Diremos que el par (V, B) es un espacio cuadrdtico con un
mapeo cuadratico g = g : V — F dado por ¢(X) = B(X, X). Si By ¢ estan determinados,
para referirnos al espacio cuadratico asociado podemos escribir (V,q) en vez (V, B).

El espacio (V, ¢q) puede ser visto como el espacio de clases de equivalencias de todas las
formas g tales que g = q.

Sea S un subespacio de V, definimos su complemento ortogonal como
St ={reV|B(z,S) =0}

diremos que un espacio cuadratico (V, B) es regular si su complemento ortogonal V' es
igual a cero.

Otra definicion relevante sera la siguiente.

Definicion 1.17. Sea v un vector no nulo en el espacio cuadratico (V, B). Diremos que
es un vector isotrdpico si B(v,v) = 0 (0 equivalentemente si ¢(v) = 0 donde ¢ = ¢p) y Si
se tiene el caso contrario, entonces diremos que es anisotrdpico. Diremos que el espacio



(V, B) es isotrépico si existe un vector v isotrépico.

Definicién 1.18. Diremos que una forma cuadratica ¢ de un espacio cuadratico (V, q), es
universal si para todo vector v € V' existe un vector v’ tal que ¢(v’) = v. También podemos
definir el conjunto Dy (q) = {d € k*|3v € V tal que qp(v) = d}

Proposicion 1.19. Sea (V,q) un espacio cuadratico dos dimensional. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. V es regular e isotrdpico.
2. V es isometrico a (1,—1).

3. V corresponde a la clase de equivalencia de las formas cuadraticas binarias X Xs.

Definicidon 1.20. La clase de isometria de los espacios cuadraticos 2 dimensional que
satisfacen las condiciones de la proposicidn anterior, son llamadas plano hiperbdlico, que
sera denotado como H.

Con esta definicion, tenemos el primer resultado sobre la representacion de formas
cuadraticas.

Teorema 1.21 (Lam, 2005,Chap |. Theorem 3.4). Sea (V, q) un espacio cuadratico regular,
entonces: Si V' es isotropico = V' es universal.

Lema 1.22 (Lam, 2005, Chap |, Corollary 3.5). Sea q una forma cuadrdtica regular y d € K.
Entonces d € D(q) siy solo si q L (—d) es isotrdpica.

Ahora vamos a definir una de las dos operaciones mas importantes dentro del algebra de
formas cuadraticas, la suma ortogonal, la cual sera fundamental para poder definir el anillo
de Witt, el cual es nuestro principal objetivo en esta seccion.
La suma ortogonal se definira de la siguiente manera. Sean (V}, By) y (1%, By) dos espacios
cuadraticos, vamos a formar el espacio (V,B)donde V =V, ® V,y B: V x V — K dada
por:

B((X1,X2), (Y1,Y2)) = B(X1, Xs) + Ba(Y1,Y2)



De esta manera el espacio (V, B) lo podemos denotar como V; | V5, esto es la suma
ortogonal. Notemos que

q5(X1, Xo) = B((X1, X2), (X1, X2))
= B1(X1, X1) + Ba( Xy, Xy)
=d4p, (Xl) + 4B, (X2)

Para dar un ejemplo de como se realiza esta suma, debemos dar uno de los lemas mas
conocidos en suma de cuadrados que es el siguiente

Lema 1.23 (identidad de los cuadrados de Euler). La identidad de los 4 cuadrados de
Euler, nos dice que:

(af + a3 + a3 + a3) (b + b3 + b3 + b7) = (a1by — asby — asbs — asbs)?

+ (a1by + aghy + asby — asbs)?
+ (a1bs — azbs + azby + asbs)?
+ )

arby + asby — azby + asb)?

en cualquier cuerpo K, y que también se cumple con 2 cuadrados, es decir

(af + a3)(b] + b3) = cf + &

Ademas, debemos recordar los siguientes hechos:
= En Q, tenemos que —1 = 12 + 12 4+ 22 4 ({/—=7)?
= -1 es suma de 2 cuadrados en Q, para p > 2 (Véase Proposicion 4.15)

Con estos hechos ya conocidos, podemos demostrar la siguiente proposicion

Ejemplo 1.24. Sea la forma cuadratica ¢ = (1, 1,1, 1, 1) definida sobre Q, y sea la forma
cuadratica h = (1, —1) entonces

(1,1,-1) L h si p>2
(1,1,1,1,1) =
(<1,-1,-1) L h si p=2
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Comenzaremos con el caso Q,. Sea VV = Qj (en el sentido de producto cartesiano),
denotemos por V; = Q3 y V, = Q32 y ademas ¢p, = (—1,—1,—1) y g5, = (1, —1), podemos
ver que:

@1 L g =qp=qp +qs,
= —z] -z} — 25 + 2} — 2}
= —1(a} + 23 + 75 + 23) + 23

Zy%+y§+y§+y§+$i=(1,171,1,1)

Como mencioné anteriormente, -1 es suma de 4 cuadrados en QQ, y multiplicar sumas de
cuatro cuadrados siguen siendo sumas de cuatro cuadrados.

De manera analoga, en el caso Q, con p > 2, definamos los mismos V; y V; de antes, pero
con gp, = (1,1,—1) y gp, = (1, —1) tenemos el siguiente calculo:

@1 L g2 =9 =4qB, + 3B,
=23 + 25— 23 + 15 — T8
= —1(a3 +22) + 23 + 22 + 2]

=y +yr+a;+ai+ai=(1,1,1,1,1)

Teorema 1.25 (Teorema de cancelaciéon de Witt). Si ¢, q1,q: son formas cuadraticas
arbitrarias, entonces q L ¢1 = q L g2 = ¢1 = 2

Esto ya que nos ayudara a dotar de una estructura algebraica al espacio de formas
cuadraticas de un cuerpo K, pero eso se introducira mas adelante. Por lo pronto continuaremos
dando definiciones basicas de formas cuadraticas, la siguiente sera el producto de Kronecker.

Sean (Vi,B1,q1) ¥ (Va, B2, q2) dos espacios cuadraticos sobre K de dimension m y n
respectivamente. Ahora definimos el espacio cuadraticoV =V ® Voysea B: V xV — K
una forma bilineal que satisface:

B(vi ® v2,v] ®vy) = By (v1,v1)Ba(vz,5)  (v3,0; € V)

El par (V, B) define un espacio cuadratico de dimension mn llamado el producto de
Kronecker de los (V;, B;). El mapeo cuadratico asociado ¢ = ¢ satisface que ¢(v; ® vy) =
¢1(v1)g2(2). De manera directa, este producto cumple con las siguientes reglas:
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1. 1 ®@p=eq
2. (1) =g ®(¢2®q)
3. ¢ Lg)=@eqa)l(@®q)

Usando estas reglas podemos formar el producto de formas diagonales:
<a,1, . ,G,m> X <b1, Ce ;bn> = (albl, R ,ambn>

Con este producto, podemos definir las n—formas de Pfister, que jugaran un papel fundamental
en todo este trabajo.

Definicion 1.26. Definimos la n—forma de Pfister como

n

({ar, ..., an)) = Q)(1, a:)

=1

Cuando n = 2 tenemos que ((a,b)) = (1,a) ® (1,b) = (1, a,b, ab).

Ahora, continunado con las definciones, vamos a introducir el anillo de witt y los ideales
fundamentales, que nos ayudaran a deducir el principio local global de Kato.

Definicion 1.27. Denotamos como M (K) al conjunto de clases de formas cuadraticas
isometricas.

Notemos que junto con la suma ortogonal, el par (M (K'), L) define un monoide de cancelacion
esto gracias al Teorema 1.25. Si ademas incluimos el producto de Kronecker ®, entonces
el espacio M (K) define un semianillo conmutativo con estas dos operaciones binarias.
Ahora definamos la relacion ~ en M(K) x M(K) como

(z,y) ~ () =az Ly =z Lye MK)

Gracias al teorema de cancellacion de Witt (Teorema 1.25) esta relacién es de equivalencia.
Denotaremos como Groth(M (K)) = M(K)x M(K)/ ~ el grupo de Grothendieck de M (K),
luego gracias al producto ® podemos convertirlo en un anillo conmutativo induciendo el
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siguiente producto:
(z,y)(@y) =@z Ly®y,yes Lrey)

De este modo, denotamos como /W(K) = Groth(M(K)) al anillo de Grothendieck-Witt de
formas cuadraticas sobre el cuerpo K.

Ahora considerando el morfismo dim : M (K) — Z y extendiéndolo a /W(K) mediente la
propiedad universal del monoide, obtenemos el siguiente morfismo

dim : /W(K) — Z
El kernel de este morfismo lo denotamos por fy lo llamamos el ideal fundamental de

W(K).
Con estas definiciones nos acompfia la siguiente proposicion

Proposicién 1.28 (Lam, 2005, I1.1.2). I es aditivamente generado por (—1,a)

Ahora tomemos el simbolo Z - H como todos los espacios hiperbdlicos y sus inversos
aditivos (bajo la operacion 1) esto forma un ideal, luego podemos definir el siguiente
cociente

Definicion 1.29. Definimos el anillo de Witt como W (K) = W(K)/Z - H.

Usando la proyeccidn natural /W(K) — W(K), definimos el ideal fundamental de W (K)
como la imagen imagen de I via dicha proyeccion.
Podemos notar la siguiente cadena de ideales

I'(K)c...cI*(K) c I(K) c W(K)

donde I"(K) es generado por las formas ), (1, a;) (Véase Lam, 2005, X, Proposition 1.2).
Finalmente, podemos dar el resultado principal con respecto a los ideales fundamentales.

Teorema 1.30. Sea K un cuerpo tal que 2 # 0. La forma ((1,1)) representa a f en K si y
solosi ({1,1,—f)) =0en I*(K)/I*(K).

Demostracion. Sea f € K representada por ((1,1)), por ahora denotemos = := ((1, 1)),
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como f € D(r), entonces m = fr esto por el Teorema de formas redondas (véase Lam,
2005, Chap X, apendix Round forms, Theorem 1.14).

Es necesario notar que ((1,1, —f)) podemos escribirla como la siguiente suma ortogonal
m L —fr y por lo anterior, deducimos que ((1,1,—f)) = « L —m, lo que implica que
(1,1,—f)) =0en W(K) y por tanto ((1,1,—f)) € I*(K).

Ahora bien. Si ((1,1,—f)) = 0 en I*(K)/I*(K), equivalentemente ((1,1,—f)) € I*(K),
como la dimensién de ({1, 1, —f)) es igual a 8 y la dimensién del espacio I*(K) es 16, esto
implica que la forma ((1, 1, — f)) es hiperbdlica (véase Lam, 2005 Chap. X, Hauptstanz 5.1),
es decir que ((1,1,—f)) = 0en W(K).

Como ya mencioné ((1,1,—f)) 2 n L —fr luego 7 = fr en W(K). Esto implica que
Dg(m) = Dg(fm)ycomo 1 € Dg(m), entonces 1- f € Dk (w) i.e. f es representado por
((1,1)) en K. O
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Capitulo 2

Cuerpos de funciones en una variable

En este capitulo vamos a establecer las bases de la teoria de funciones algebraicas sobre
un cuerpo K, donde trabajaremos de aqui en adelante, esto para lograr nuestro objetivo y
dar el desarrollo de la demostracion de la conjetura de Pfister. Para ello nos basaremos
en el texto de Stichtenoth, 2009 del cual se van a extraer las definiciones cruciales. Cabe
mencionar que algunas definiciones no se encuentran en dicho texto ya que fueron parte
del trabajo de traduccion desde el lenguaje geométrico al lenguaje algebraico.

2.1. Cuerpo de funciones algebraicas F/K

Definicidn 2.1. Un cuerpo de funciones algebraicas F'/ K de una variable sobre K es una
extension de cuerpos F' D k tal que F es una extension finita algebraica de K (x) para
algun elemento = € F' que es trascendente sobre K.

Para abreviar, nos referiremos a F'// K simplemente como un cuerpo de funciones algebraicas.
El conjunto K := {z € F' | z es algebraico sobre k} es claramente un subcuerpo de F, ya
que las sumas, productos e inversos de elementos algebraicos también son algebraicos.
K se denomina cuerpo de constantes de F/K. Tenemos K C K C F, y es evidente que
F/K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre K. Decimos que K es algebraicamente
cerrado en F (0 k es el cuerpo de constantes completo de F) si K = K. Si se cumple que
K es algebraicamente cerrado sobre F', entonces decimos que F' es regular sobre K.

Ejemplo 2.2. El ejemplo mas simple de un cuerpo de funciones algebraico es el cuerpo de
funciones racionales; F/ K se llama racional si F' = K (x) para algun z € F trascendental
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sobre K. Cada elemento 0 # z € K(z) tiene una unica representacion
2=a- Hpi(x)"i,

donde 0 # a € K, los polinomios p;(x) € K[x] son mdnicos, distintos dos a dos e irreducibles
yn; € 7.

Un cuerpo de funciones F'/ K se representa a menudo como una simple extension algebraica
de un cuerpo de funciones racionales K (z); es decir, F = K(z,y) donde ¢(y) = 0 para
algun polinomio irreducible ¢(7T') € K (x)[T]. El siguiente lema nos permite ver algo que no
parece obvio a simple vista

Lema 2.3. [Stichtenoth, 2009, Corrolary 1.1.16] El cuerpo de constantes K de F/K es una
extension finita de K.

Desde ahora, todas las veces que se trabaje sobre un cuerpo de funciones algebraicas
F/K asumiremos que este es regular.

Los siguientes resultados seran fundamentales para mas adelante y son una linda forma
de entrelazar las cosas que hasta ahora hemos visto.

Lema 2.4. Sea K un cuerpo con char(K) # 2 y sea F/K un cuerpo de funciones
algebraicas sobre K, entonces el espacio (F",q) con q = z3 + ... + x> es cuadratico
regular.

Demostracion. Vamos a calcular el complemento ortogonal (F™)+. Por definicion sabemos

que
(F") = {f € F"| B(f,F") = 0}

Si B(f,g) = 0 para todo g € F, quiere decir que
=1 =1 =1

i=1
— fi=0
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Este ultimo paso es gracias a que podemos elegir g; # 0y g; = 0 para j # iy como la
caracteristica es distinta de dos, solo queda que f; = 0. O

Teorema 2.5. Sea K un cuerpo con char(K) # 2y F/ K un cuerpo de funciones algebraicas
sobre K. Si s(K) < oo entonces p(F') < s(K) + 1.

Como s(K) = n < oo tenemos que —1 = >."  a? € K C F luego tenemos que

1=1"

a+...+tai=-l<al+...+a2+1=0
< (a1¢)® + (cb,)* +* =0

<:>x%+...+xi+xi+120, € KCF

y como F es cuadratico regular, la forma =7 + ...+ 22, es isotrépica y por ende, universal
(Teorema 1.21). Continuando con las definiciones elementales.

2.2. Anillos de valuacion de F/K

Definicion 2.6. Un anillo de valuacién de un cuerpo de funciones algebraicas F//K es un
anillo © C F con las siguientes propiedades

KCOCF
Vz e F setienequez€ Ooz ' €O

Cabe senalar que un anillo de valuacién O de un cuerpo de funciones algebraicas, es
también un anillo de valuacién discreta, esto ya que tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.7 (Proposicién 1.1.5, Stichtenoth, 2009). Sea O un anillo de valuacién del
cuerpo de funciones F'/ K entonces se tiene lo siguiente:

a) O es un anillo local i.e. Tiene un unico ideal maximal P = O \ O*

b) Sea0 + x € kentoncesxz € P < z"'¢ O

Ademas de esa proposicion, tenemos el siguiente teorema
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Teorema 2.8 (Teorema 1.1.6, Stichtenoth, 2009). Sea O un anillo de valuacion del cuerpo
de funciones F /K y sea P el unico ideal maximal, se cumple que:

m P es principal

m Si P = tO entonces cada 0 # z € K tiene una unica representacion de la forma
z = t"u con n un entero y u una unidad

m O esunDIP

El concepto de anillo de valuacion, como su nombre lo indica esta muy relacionado con el
concepto de valuaciones, el cual procederemos a definir.

Definicién 2.9. Una valuacién discreta en F'//K es una funcién v : F' — 7Z U {oc} con las
siguientes propiedades:

1. v(f) =00 f=0
2. v(fg) =v(f)+v(g) paratodo f,g € F.
3. v(f +g) > min{v(f),v(g)} paratodo f,g € F.
4. Existe un elemento z € F' con v(z) = 1.
5. v(a) =0 paratodo 0 #a € K.
Lema 2.10 (Stichtenoth, 2009, Lemma 1.1.11). Sea v una valuacion discreta de F'/K y

sean f,g € F con [ # g, entonces v(f + g) = min{v(f),v(g9)}

2.3. Lugares de un cuerpo de Funciones algebraicas

Definiciéon 2.11.  a) Un lugar P de un cuerpo de funciones F'/K es el ideal maximal de
algun anillo de valuacién O de F/K.Todo elemento t € P tal que P = tO se llama
Uniformizante.

b) Pr = {P | P esun lugar de F'}
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Si O esunanillo de valuaciénde F'// K y P es su ideal maximal, entonces O viene Unicamente
determinado por P,asaber O = {z € F | 27! ¢ P} (Véase 2.7). De este modo Op := O es
llamado, el anillo de valuacion del lugar P

Con esto en mente, podemos definir una valuacién en un anillo de valuacién de un cuerpo
de funciones, mas formalmente:

Definicion 2.12. Un lugar P € Py le asociamos una funcién vp : FF — Z U {cc} se
sigue: Elija un parametro uniformizante ¢t de P. Entonces todo 0 # z € F tiene una unica
representacion z = t"u con n entero y u unidad luego vp(z) := n, dicha funcién se llama
valuacion en Py vp(0) := oo

El siguiente resultado sera sumamente util.

Teorema 2.13 (Stichtenoth, 2009, Theorem 1.3.1). Sea F'/K un cuerpo de funciones
algebraicas, Py, . .., P, € Prlugares distintosdosadosde F/K, fi,...,f, € Fyri,...,r, €
Z. Entonces existe algun [ € F tal que

vp(f — fi)=mr; parai=1,... n.

Con esto tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.14 (Stichtenoth, 2009, Theorem 1.1.13). Sea F'/K un cuerpo de funciones
algebraicas.

a) Para un lugar P € Py, la funcion vp (Definicion 2.12) es una valuacion discreta de
F/K mds aun tenemos

Op={z€ F|vp(z) >0}
Op={z€ F|vp(z) =0}
P={ze€ F|vp(z) >0}

b) Un elemento x € F es un primo en P siy solo si vp(z) =1

c) Conversamente, supongamos que v es una valuacion discreta de F /K. Entonces el
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conjunto P :={z € F | vp(z) > 0} esunlugarde F/K y Op = {z € F | vp(2) > 0}
su correspondiente anillo de valuacion

Definicidon 2.15. Sea P € Pr. Denotamos por .%p := Op/P al cuerpo de clases residuales
de P. El mapeo

F%ypU{OO}
r— f+P:= f(P)

lo llamaremos mapeo de clases residuales. También definiremos el grado de un lugar como
deg(P) = [Zp : K]

Relacionando esta definicion junto con la de formas cuadraticas, podemos definir lo
siguiente: sea una forma cuadratica definida ¢ = (ay, ..., a,)sobre el anillo Op para algun
lugar P € Pr, podemos definir su reduccién modulo P de la siguiente forma: ¢ = (ay, ..., a,)
en .#,, con ello tenemos el siguiente lema.

Lema2.16 (Elmany Lam, 1976, Lemma 15.5). Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de
2. Sea F'/ K un cuerpo de funciones algebraicas, sea P € Pr y t un pardmetro uniformizante
de P. Sea ¢ y 1 dos formas cuadrdticas sobre Op tales que las formas residuales G y 1
son anisotropicas sobre el cuerpo residual .%p, entonces pr | tyr es anisotropica en F.

Podemos continuar definiendo conceptos.
Definiciéon 2.17. Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas y sea P € Pr.
1. Diremos que P es un lugar K —racional siy solo si
Op/P 2 K.

2. Sea f € F/K se dira definida en P siy solo si f € Op. Sivp(f) > 0 diremos que P
es un cero de grado vp(f), siv(f) < 0, diremos que es un polo de orden —uvp(f).

Denotaremos el subconjunto de P- compuesto por los lugares K —racionales como F(K) =
{P € Pr | P esunlugar K — racional}
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Proposicion 2.18 (Stichtenoth, 2009, Chap |, Corollary 1.3.4). En un cuerpo de funciones
algebraicas F/K todo elemento 0 # f € F tiene finitos ceros y polos.

2.4. Divisores

Definicion 2.19. 1. El Grupo de divisores de F/K es definido como el(aditivamente
hablando) grupo libre abeliano cuyos generadores son los lugares de F/K; es
Denotado por Div(F/K). Los elementos de Div(F/K) son llamados divisores de
F/K. En otras palabras un divisor es una suma formal de la forma:

D= Z n,P con np € Z, con casi todos los n, = 0
PePr

Denotaremos por Dy := {} _pcp, P [ 7, > 0} delmismomodocon D_ = {> pp 1, P |
n, < 0}

2. El soporte de D es definido como

Supp D :={P € Prlnp # 0}

3. Un divisor de la forma D = P con P € Pr se llamara Divisor primo.

4. Dos divisores D = > npPy D' = > n/,P se suman coeficiente a coeficientes, es
decir
D+ D' => (np+np)P.

5. El elemento cero del grupo de divisores Div(F') es el divisor de la forma

0:= Z rpP, con todos rp =0

PePr

6. ParaQ € Pry D =) n,P € Div(F) definimos vy(D) := ng, de este modo

Supp(D) ={P € Pr|vp(D) =0}y D= Y vp(D)-P

PeSupp(D)

21



7. Un orden parcial en Div(F') es definido por
Dy < Dy <= vp(Dy) < vp(D3) para todo P € Pr

8. Un Divisor D > 0 se llama efectivo. Un divisor D tal que vp(D) € {0,1} para todo
P € Pr se llama reducido. El grado de un divisor es definido como

deg D := Z vp(D) - deg P

PePp
9. El conjunto de los divisores de grado 0, de denotard como Div’(F/K)

En relacion a los ceros y polos de funciones = € F// K tenemos las siguientes definiciones.

Definicidn 2.20. Sea f € F'* y denotamos Z (Resp. V) el conjunto de ceros (Resp. polos)
de z en P, Entonces podemos definir los siguientes conceptos:

1. divg (f) == 3,z vp(f)P se llama el divisor ceros de f
2. divE(f) = > pen(—vp(f))P se llama el divisor de polos de f
3. div(f) := Dl (f) — DivE (f) El divisor principal de f

4. divs(f) = div*(f) — D se llama El divisor relativo de f con respecto a D, para algin
divisor D € Div(F/K).

Las constantes en F'* se caracterizan de la siguiente manera:

ke K <= div(k)* =0

Con estas definciones podemos extraer el siguiente resultado

Definicién 2.21. El conjunto de divisores

Princ(F/K) = {div™ (f)| f € F*}
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se llama grupo de divisores principales de F'/ K. Al siguiente cociente
CUF/K) := Div(F/K)/Princ(F/K)

Lo llamaremos El grupo de clases de F'/ K. Paraundivisor D € Div(F'/K), el correspondiente
elemento en el grupo CI(F/K) se denota por [D]. Dos divisores D, D' € Div(F/K) diremos
que son equivalentes linealmente (o0 solo equivalentes) y lo escribiremos

D~D

si [D] = [D']; es decir que D = D’ + (x) para algun = € F'\{0}. También denotaremos por
CI°(F/K) al subgrupo de clases de divisores de grado cero Ci(F/K) definido por

CI°(F/K) := Div’(F/K)/Princ(F/K).

Con todo esto podemos definir uno de los espacios mas importantes de este trabajo.

Definicidn 2.22. Sea D un divisor del cuerpo de funciones algebraicas F'/ K. Denotaremos
el espacio de Riemann-Roch de D como .Z (D) que viene dado por:

Z(D) ={f € F/K | div"(f) = =D} U {0}.
Alos f € Z(D) los llamaremos secciones globales respecto a D.

Definicidn 2.23. Sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de nimeros
kysea D € Div(F/k). Diremos que una seccién o € £(2D) es no negativa si y solo si
para todo lugar P € Py, al fijar un parametro uniformizante ¢p y definir u = tiﬁ”’(D)a, se

cumple para toda incrustacion 7 : #p — R que 7(u(P)) > 0.

Teorema 2.24. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, sea I/ K un cuerpo de funciones
algebraicas. Entonces el grupo de clases CI°(F/K) es un grupo de division.

Demostracion. Sea J la variedad Jacobiana' de F'/k. Recuerde de que J es un k-grupo
algebraico tal que su grupo de k-puntos J(k) es isomorfo al grupo CI°(F/k) (Véase Milne,
1986, remark 7.7.). Por Mumford et al., 1974, Chap II, Question I, tenemos que J(k) es un
grupo divisible, ya que % es algebraicamente cerrado. Por lo tanto, C1°(F/k) tambien es un

'Véase la construccion en Milne, 1986
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grupo divisible. O]

Observacion 2.25. Sea A € Div(F'). Entonces
a) fe Z(A)siysolosivp(f) > —vp(A) paratodo P € Pp.

b) Z(A) # 0 siy solo si existe un divisor A" ~ A con A’ > 0.

Proposicion 2.26 (Stichtenoth, 2009, Lemma 1.4.6). Sea D € Div(F/K). Tenemos que:
a) Z(D) es un espacio vectorial sobre k de dimension finita,

b) Si D' es un divisor equivalente a D, entonces £ (D) = £ (D') como k—espacios
vectoriales.

Definicidon 2.27. Sea D un divisor de F/K y sea .Z(D) el espacio de Riemann-Roch
asociado. Diremos que un el espacio .Z (D) esta generado por secciones globales si
cumple que: Existe un conjunto {f;},en con f; € Z(D) tal que f; - t—™"! genera a Op
como un F'—espacio vectorial para algun parametro uniformizante ¢ € P, para m =
min,,(s,)<o{vp(fi)} y paratodo P € Pp.

Diremos que un divisor D de F'/k es amplio si dado un entero n, tal que para todo divisor
Q) € Div(F)yn >>ngyse cumple que .Z(Q + nD) esta generado por secciones globales.

Definicidn 2.28. Sea F'/ K un cuerpo de funciones algebraicas, sea P € Pr un lugar y sea
¢ una forma cuadratica sobre K. Dado un divisor D y una seccion o € £ (2D):

1. Representacion Local: Diremos que la seccion o es representada localmente por ¢

en el lugar P, si existen funciones f1, ..., f, € F tales que:
JZQ(fla--'afn)
y satisfacen que vp(f;) > —vp(D) paratodoi=1,...,n.

2. Representacion Global: Diremos que la seccion o es representada globalmente por
q, Si existen funciones f1, ..., f, € F tales que:

UzQ(fh'"Jf”)
y satisfacen que f; € £L(D) paratodoi=1,...,n.
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Ahora, sea K un cuerpo cualquiera. Dado un F/K, sea f € F/K, podemos realizar un
breve célculo sobre el divisor principal de f, separando los sumandos segun su paridad:

div*(f) =Y jiP;
= "@m)P+> (2n + 1P
=2 (mj+n))P,+Y» 1-P=-2D+E,

donde E es un divisor efectivo reducido y D € Div(F/k), por lo que podemos deducir el
siguiente hecho

Lema 2.29. Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas y sea [ € F, entonces existen
Unicos E, D € Div(F/K) con E efectivo reducido, tales que div*(f) = E — 2D

Es decir que que un elemento f € F'/K siempre lo podemos ver como una seccion de un
divisor D unico, ya que divs,(f) = E > 0 lo que implica que div*(f) > —2D. Al ser unicos,
tanto £ como D, se vamos a asignar un nombre:

Definicidon 2.30. Sea F'/ K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo cualquiera
K.Sean E, D € Div(F/K) unicos tales que div(f) = F —2D donde E es efectivo reducido,
el divisor E lo denotaremos como el divisor efectivo reducido de fy D como el divisor
doblado de f.

2.5. Control de polos o ceros en representaciones de
sumas de cuadrados

Sea F un cuerpo de funciones algebraicas F/K tal que 2 # 0. Sea f una suma de
cuadrados en F, nos gustaria poder controlar los polos de las secciones al momento de
descomponer en sumas de cuadrados. El siguiente resultado nos ayudara con ello.

Hipoétesis 2.31 (Benoist, 2025). Sea K un cuerpo infinito, con 2 € K. Sea F'/K un cuerpo

de funciones algebraicas regular. Fijemos A en Div(F/K), con A amplio. Sea f € F, una
suma de n > 3 cuadrados en F, sea D € Div(F/K) el divisor doblado de f, entonces
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existe (, € N tal que V( > (, existe « € L((A) y by, ..., Bn € L (D + (A) tales que
fo?=> "5
=1

Este resultado es una combinacion de dos resultados demostrados en Benoist, 2025.
Especificamente la proposicion 3.2, la que nos afirma la existencia de dichas secciones
o, Y (i, bajo condiciones de existencia de divisores M, P € CI(F/K) y la proposicion
4.2 del mismo texto, la cual nos garantiza que dichas condiciones se satisfagan (con
M =P = Id).

En este trabajo, quedara marcada como hipdtesis, ya que, al momento de entregar la
presente tesis, no logramos entender del todo la demostracion dada por Benoist y mucho
menos redactarla en el lenguaje algebraico.

Ahora bien, en la Hipdtesis 2.31, si fuese verdad que podemos elegir un « y un divisor
amplio de grado cero A, tal que div(a) = (A, al menos en el caso F' = K (t), se podria
deducir el siguiente resultado.

Teorema 2.32 (J. Cassels, 1964, Theorem 1). Sea K un cuerpo infinito de caracteristica
distinta de 2, sea p(t) € K|[t] tal que es suma de n > 3 cuadrados en K (t). Entonces p(t)
es suma de n cuadrados en sobre K|t

De este hecho aun no estamos seguros. Pero de lo que si estamos seguros, es que
en el caso ' = K(t), podemos controlar los ceros y los polos de las secciones de la
representacion de manera mas fuerte.

2.6. Cambio de base

Sea F/K un cuerpo de funciones algebraicas y sea K’ un cuerpo tal que K C K’, nos
gustaria definir un cuerpo de funciones algebraicas sobre K’ de modo que F' C F".

En nuestro caso, consideramos un cuerpo E que contenga a K’ y a F' como subcuerpos
(donde K = F'n K’ dentro de FE). Definimos el composito de F'y K’ en E, denotado por
F' = FK', como el subcuerpo mas pequefio de £ que contiene a ambos (Véase figura 2.1).
Es importante notar que, a priori, esta construccion parece depender del cuerpo ambiente
E yde como F'y K’ estan incrustados en él. Sin embargo, se puede demostrar que si la
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Figura 2.1: Diagrama de la extension F’'/ K’ sobre F/K

extension F/K es regular, entonces:El composito F’ = FK’ es un cuerpo de funciones
algebraicas sobre K’.Para cualquier otro cuerpo E; que contenga copias isomorfas de F
y K’, el composito formado en E; sera K-isomorfo al formado en E.Esta propiedad de
independencia es fundamental, ya que nos permite hablar de el cuerpo de funciones F K’
obtenido por extensién de constantes, sin ambigtedad.

Aunque para dos cuerpos arbitrarios F'y K’ no siempre existe un contenedor comun, el
Teorema 8.4.2 de Villa Salvador, 2006 nos garantiza la existencia de un cuerpo de funciones
L/¢ que actua como extension de constantes. Mas aun, dicho teorema asegura que esta
construccion es unica salvo K-isomorfismo, permitiéndonos definir el composito £’ = F K’
de manera univoca cuando la extension original es regular.

Nos gustaria comprender que sucede con los lugares de la extensién F’/ K’ sobre F/K.

Definicidn 2.33. Sea la extension F’'/K’ sobre F'/K. Un lugar P’ € P se dice que yace
sobre P € Pr si P C P'. Diremos que P’ es una extension de P o que P yace bajo P,y
escribiremos P’ | P.

Proposicion 2.34 (Stichtenoth, 2009, Proposition 3.1.4). Sea F'/K' el cambio de base de
F/K a K'. Supongamos que P (resp. P’') es un lugar de F/K (resp. F'/K'), y sea Op C F
(resp. Op: C F') su correspondiente anillo de valuacion, vp (resp. vp:) su correspondiente
valuacion discreta. Entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes:

1) P'| P
2) Op C Op:

3) Existe un entero e > 1 tal que vp/(x) = e - vp(x) para todos los x € F.

27



Ademas, si una (y por lo tanto todas) de las condiciones anteriores se cumple, entonces:
P:P/ﬂFyOp:Op/ﬂF.

Por esta razon, si P' es una extension de P en F'/K’, el lugar P se llama también la
restriccion de P'. El entero e tal que vp:/|r = € - vp, €S llamado indice de ramificacion de P’
sobre Py lo denotaremos como e(P' | P) := e.

Con esto podremos definir un homomorfismo de grupos entre Div(F) y Div(F")

Definicion 2.35. Sea F’/K' una extensiéon de F'/K. Para un lugar P € Pr podemos definir
la conorma con respecto a F’/F como el divisor

Conpp(P):=Y _e(P'| P)- P' € Div(F'/K')

P/|P

Donde la suma recorre todos los P’ € Pp, que yacen sobre P. La conorma extiende un
homomorfismo entre Div(F) y Div(F') de la siguiente manera

COTLF//F(Z np - P) = an : CO”F’/F(P)'
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Capitulo 3

Sumas de cuadrados de funciones sobre
un cuerpo real cerrado

En este capitulo estudiamos el siguiente resultado:

Teorema 3.1 (I, Witt, 1998,p.4). Sea F'/R un cuerpo de funciones algebraicas sobre R,
sea f € F/R no negativa, entonces existen g, h € F/R tales que f = ¢* + h*

La demostracién original dada por Witt fue formulada utilizando el lenguaje de superficies
de Riemann, por ejemplo aplicando teoremas de Abel-Jacobi. A fines de los 1960’s
una demostracion alternativa de una generalizacion de este teorema a dimensiones
cualesquieras por A. Pfister dejo claro que la afirmacidn sigue valido cuando se reemplazan
los numeros reales por cualquier cuerpo real cerrado.

No obstante, en este capitulo nos hacemos el trabajo de reescribir la demostracion original
de Witt en un lenguaje algebraico, de tal forma que demuestre de manera directa la validez
sobre cuerpos real cerrados. La motivacion para este trabajo viene por una pregunta de
mi profesor guia que estd interesado en demostrar una afirmacion similar al Teorema 3.1
para cuerpos de bases aun mas generales que los cuerpos real cerrados, y donde ni la
demostracion por Pfister ni los métodos de |6gica y teoria de modelos, permite una directa
generalizacion, y por lo tanto naturalmente surgio la pregunta de hasta qué generalidad se
puede algebraizar la demostracion de Witt.
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3.1. Existencia de lugares reales

En esta seccidn, buscaremos justificar la existencia de lugares R—racionales del cuerpo
de funciones F'/ R sobre un cuerpo real cerrado R cuando F' es formalmente real.

Como vamos a trabajar sobre cuerpos real cerrados, sera util contextualizar la siguiente
definicion.

Definicion 3.2. Sea F'/R un cuerpo de funciones algebraicas y R un cuerpo real cerrado.
Diremos que f € I es positiva definida si y solo si f(P) > 0 para todo lugar R—racional P,
donde f € Op.

Observe que f(P) > 0 hace sentido considerando que Op/P = R.

Continuamos con un lema técnico, el cual nos ayudara para la demostracidon de la proposicion
siguiente.

Lema 3.3. Sea R un cuerpo real cerrado y F/R un cuerpo de funciones algebraicas
formalmente real, entonces existe un orden < tal que el cuerpo (F, <) no es R-arquimediano.

Demostracion. Sea (F, <;) un cuerpo R-arquimediano (en caso contrario no hay que probar
nada).

Sabemos que F' es una extension algebraica finita del cuerpo R(X) paraun X € F
trascendental sobre R. Por el Teorema del Elemento Primitivo, podemos ver a F' como el
cuerpo R(X)(Y) con Y una raiz de un polinomio

fx(T') € R(X)[T]
monico e irreducible.
Por el Teorema de Sturm (Véase Bochnak et al., 2013, Corollary 1.2.10), el nimero de raices
de fx(T') en cualquier clausura real de (R(X), <;) depende exclusivamente de los cambios
de signo de la sucesion de Strum finita de polinomios evaluados en X. Multiplicando por

un denominador comun adecuado, podemos asumir que estos determinantes de signo
estan dados por una familia finita de polinomios {¢;(X), ..., q(X)} C R[X].
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Como R es real cerrado, sabemos que cada ¢;(X) se factoriza en factores lineales y/o
polinomios cuadraticos irreducibles positivos (Véase Prestel, 2007, Lemma 3.4). Sea el
conjunto Ra := {ry, ..., } de todas las raices en R de los polinomios ¢;(X) para todo j.
Como X es trascendental sobre R, entonces X # r; para todo i.

Como R(X) C F, podemos restringir el orden <; a R(X), formando asi el cuerpo R—arquimediano
(R(X),<1), por esta razén el elemento X esta acotado por elementos de R. Definamos
a € R de la siguiente manera: si el conjunto {r; € Ra | r; <; X} es no vacio, tomamos
Su maximo; en caso contrario, elegimos cualquier ¢ € R tal que a <; X. Por el mismo
argumento de acotamiento, elegimos un b € R tal que X <; by que no haya raices de Ra
en el intervalo (a, b).

Finalmente, construyamos un nuevo orden en R(X), denotado por <,, tal que cumpla

a<9 X <ga+r Vr e R..

Notamos que la posicidn relativa de X respecto a todas las raices en Ra se mantiene
inalterada. Como no hay raices de los ¢; en el intervalo (a, b), los signos de los polinomios
evaluados en X se mantienen con <, (por construccion); es decir que

sgn<, (q;(X)) = sgn<,(q;(X)) Vj.

Entonces, por el Teorema de Sturm, el polinomio fx(7') tiene la misma cantidad de raices
en la clausura real de (R(X), <,) que en la clausura real de (R(X), <;). En particular, tiene
al menos una raiz, lo que nos dice que podemos extender el orden <, al cuerpo F.

Para concluir, observemos que bajo este nuevo orden <, extendido a F', el elemento X —a
es estrictamente positivo, pero menor que cualquier real positivo » € R~ . Por lo tanto, su
inverso multiplicativo (X — a)~! € F satisface que

(X —a)t>yr
para todo r € R, lo que demuestra que el cuerpo (F, <,) no es R-arquimediano. O

Proposicion 3.4. Sea F'/R un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo real
cerrado R. Si F' es formalmente real, entonces admite al menos un lugar R—racional.

Demostracion. Como F' es formalmente real, por el Lema 3.3, existe un orden en F' que
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no es R—arquimediano. Sea < dicho orden. Definamos el siguiente conjunto
O={feF|IreRs; —r<f<r}

Veamos ahora unas cuantas caracteristicas que tiene este conjunto
1. Es claramente un anillo,

2. O C F.SiO = F, entonces el cuerpo F' es ordenado y R—arquimediano, no hay que
olvidar que este es una extension de R. Por el Lema 3.3 y la Observacion 1.10 R es
maximal con la propiedad de arquimedes. Por lo que R = F. Contradiccion ya que F’
contiene un elemento trascendental sobre R.

3. R € O. Notamos que R C O por construccion. Ahorasea f € F — {R} talque f ¢ O,
sin perdida de generalidad nos dice que

f>rVre Ry

Por lo que f > 1 eso quiere decir que f~! < 1 porloque f~! € O.

Ahora sea » € I, ya vimos que si z ¢ O entonces z~! € O, por lo que O es una anillo de
valucacion de F'/ R (definicion 2.6). Ahora aplicamos la Proposicion 2.7, el Teorema 2.8 y
el Teorema 2.14 para concluir que existe un P € P tal que Op = O. Debemos notar que
si I es ordenado, entonces el anillo Op también. Por lo que podemos inducir un orden en
Op/P = “p de la siguiente forma: Sean a(P) € Op/P es positivo (a(P) > 0) si existe un
representante a € Op tal que

0<a

esto por la forma en la que fue definido O. Por lo que .%p» = Op/P es un cuerpo ordenado.
Es sabido que el cuerpo residual .%p para un lugar de F/ R es una extension algebraica de
R, pero como R es real cerrado sus unicas extensiones algebraicas son R mismo y R(i),
es decir que #p esigual a R o R(i), pero ya vimos que .%p es ordenado, esto nos dice
que Zp # R(i) ya que R(i) no es ordenado, por ende .%p = R. Podemos concluir que P
es un lugar R—racional. O
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3.2. Estudio del nivel y divisores de F'/R

Ya justificada la existencia de lugares R— racionales en un cuerpo de funciones algebraicas
formalmente real F'/R sobre un cuerpo real cerrado, buscaremos dar un resultado que
relacione el hecho de ser no formalmente real, con la no existencia de lugares R—racionales
y asi poder concluir una equivalencia (Teorema 3.10)

Primero comenzamos con un lema técnico.

Lema 3.5. Sea F/R un cuerpo de funciones algebraicas A € Div°(F/R), entonces existe
un X € Div®(F(i)/R(:)) tal que [2X + A] = 0 en CI°(F(i)/R(3))

Demostracion. Considerando la extension de cuerpos F(i)/R(i). Dado que R(i) es algebraicamente
cerrado, el grupo de clases CI°(F(i)/R(:)) es un grupo divisible, esto por el Teorema 2.24.
1. Sea [A] la clase del divisor A en el grupo CI°(F(i)/R(i)).

2. Como CI°(F(i)/R(i)) es divisible, para el entero 2 y la clase [—.A], existe una clase
de equivalencia x € CI°(F'(i)/R(i)) tal que:

2z = [—A]
3. Por la defincién de grupo de clases, podemos elegir un divisor X € Div®(F(i)/R(i))
tal que [X] = z.

4. Por la igualdad anterior tenemos que [2X + .A] = 0 en CI°(F(i)/R(i)).

Ya podemos demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. Sea R un cuerpo real cerrado, Sea F'/ R un cuerpo de funciones algebraicas.
Sea f € F positiva definida, entonces existe un A € F(i), tal que div(f) = div™(A) +
divE@ (A).

Demostracién. Sea f € F/R una funcion positiva definida. Ahora sea div?(f) = div?®(f)+
divE((f) esto ya que f podemos verlo como una funcién en la extension de cuerpos

F(i)/R(7) (Proposicion 2.34).

33



Ahora sea la proyeccién canénica = : Div®(F(i)/R(i)) — CI(F(:)/R(z)). Entonces podemos
ver que 0 = 7(div®(f)) = w(div®D(f) + divEO(f)) en CI(F(i)/R(i)), como 7 es un
homomorfismo, tenemos que:

0= ﬂ(divR(i)(f) + divR@ (f)) = W(divR(i)(f)) + m(divEO(f)) = W(divR(i)(f)) + m(divEO(f))
= Reg(r(din™())) = 0

Es decir que w(div®?(f)) es puramente R(i)—imaginario en el grupo C1(F(i)/R(i)). Como
divfD(f) € Div°(F(i)/R(i)) entonces por el Lema 3.5 existe X € Div°(F(i)/R(i)) tal que
2[X] + 7 (div®D(f)) = 0en CI(F(i)). Dada la sobreyectividad de 7, sea D € Div’(F(i)/R(i))
tal que 7(D) = X, de este modo obtenemos que 27(D) = —x(div (f)).

A sabiendas de que w(div"?(f)) es imaginario, podemos ver que (D) = ir(div(f))
por lo que 7(D) — (D) = —n(div™?(f)) desarrollando los siguientes célculos

m(div™(f)) + (D) - 7(D) =0

)~
7(divFD(f)) + D — D) =0

Deducimos que existe A € F (i) tal que div™ 9 (f))+D— D = div®(A) finalmente podemos
concluir lo pedido, ya que

divFD (A) 4+ divRO(A) = [div™ (f) + D — D] + [divEO(f) + D — D]

= div®™(f) + D — D + divFO(f) + D — D
:dwR(l(f)—i—D D + divRO(fy+ D — D
= div™( (f)—i—dwR( (f) = div®(f)

]

Corolario 3.7. Sea R un cuerpo real cerrado, Sea F'/ R un cuerpo de funciones algebraicas.
Sea f € F positiva definida. Si F' es un cuerpo formalmente real, entonces p(F') < 2.

Demostracion. Como f € F' es positiva definida, por la Proposicion 3.6, sabemos que
div(f) = divFD(A) + divF@) (A) para algin A € F(i). Esto nos dice que

f:l.A.Z
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para algun [ € R, como F' es formalmente real, entonces [ debe ser positivo, es decir que
f=1[(a+ib)(a —ib)] = [(aV])? + (VIb)?]
lo que concluye lo pedido. O

Con esto hemos probado que para cualquier extension finita formalmente real L de R(X)
tenemos que p(L) < 2, aplicando el Teorema 3.5 de Becher y Van Geel, 2009 ((i7) < (ii7)),
podemos deducir que dada una extension L’ finita no real de R(X), entonces s(L') < 2,
por lo que podemos deducir la siguiente proposicion.

Proposicion 3.8. Sea R un cuerpo real cerrado y F'/ R un cuerpo de funciones algebraicas
no formalmente real, entonces s(F') < 2.

Viendo la contraposicion logica de la Proposicion 3.4 y aplicando la Proposicion 3.8,
podemos concluir el resultado principal de esta seccion.

Corolario 3.9. Sea F/R un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo real cerrado
R. Si el conjunto de lugares R—racionales F'(R) es vacio, entonces —1 es suma de 2
cuadrados en F.

Con esto ya podemos concluir el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 3.10. Sea R un cuerpo real cerrado y F'/R un cuerpo de funciones algebraicas
sobre R. Entonces F(R) = () si y solamente si existen h, g € F tales que —1 = h? + ¢

Demostracion. =-) Esta implicaciéon fue demostrada en el Corolario 3.9.

<) Por hipétesis existen g, h € F/R distintos, tales que ¢*> + f? = —1, ahora asumamos
que F(R) # 0.
Sea P € F(R) y Op su anillo de valuacién asociado. Vemos que vp(—1) = 0 ya que
-1 es una funcion constante, por el Lema 2.10, esto implica que

0 =wvp(—1) = vp(¢* + h*) = 2min{vp(g),vp(h)}

por lo que vp(g?) > 0y vp(h?) > 0 con al menos uno nulo.
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Con esto podemos concluir que g(P)? + h(P)? = —1 en Op/P con al menos g(P) o
h(P) no nulo. No debemos olvidar que P es un lugar R—racional, por lo que Op/P es
exactamente R, es decir que hemos demostrado que —1 es suma de dos cuadrados
en R lo cual es una contradiccion.

3.3. Calculo del numero de Pitagoras de F'/R

Con los resultados preliminares ya probados, estamos en condiciones de poder demostrar
que el nimero de Pitadgoras de F/R es dos.

Teorema 3.11. Sea F'/ R un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo real cerrado
R. Sea f € F una funcién positiva definida, entonces existen g, h € F tales que f = g + h*.

Demostracion. Primero sea f € F/R tal que div®(f) = 0, entonces f € Ry por la
Proposicién 1.7, concluimos que f es un cuadrado.

Ahora sea f € F/R tal que div®(f) # 0 es decir una funcién no constante. Asumiendo que
F(R) = el Teorema 3.10 nos dice que existen w,t € F'/k tales que

—1=w?+¢% (3.1)

Mientras que por el Teorema 3.6 sabemos que existe una funcién complejaa+bi = A € F(i)
tal que su divisor complejo mas su conjugado es exactamente el divisor de f, por lo que
podemos realizar los siguientes calculos

div®(f) =div™ (A) + div(A)RO
= f=A-A-l 52)
= f=(a+bi)(a+bi)-I '

= f=[a®+b%]-1

donde [ es un elemento del cuerpo R, por lo que tenemos dos casos: sil < 0o sil > 0.
Sil < 0entonces ! = —1-|1]|, por lo que desde la Ecuacion 3.2 y la Ecuacién 3.1 tenemos
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que

f
f=[a®+v]-|1]| -1
2
f :[<a\/ 7] 2) (b\/| [ 2)
f I[(a\/ 2) (b\/] | ) [w? + 7]
Finalmente por la identidad de los cuadrados de Euler (Lema 1.23) concluimos que f es
suma de dos cuadrados en F.
Si [ > 0 no hay problema ya que un elemento de R positivo es un cuadrado en R.

Ahora veamos el caso en que F(R) # (. Al igual que antes, desde la ecuacion div?(f) =
divf® (A) + div(A)R@ podemos desprender dos posibilidades

1.1-A- A= fsil>0entonces (am>2+ <b\/W)2:f
2. 1-A-A= fsil <0entonces — ((a\/W>2+ (bm>2) = f

Pero como estamos asumiendo que F(R) # () gracias al Teorema 3.10, sabemos que F’
es un cuerpo formalmente real, por lo que la segunda opcién no puede ocurrir, ya que f es
positiva definida; por ende, solo puede ocurrir la primera opcion, es decir que f es suma
de dos cuadrados. O
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Capitulo 4

Preliminares aritmeéticos

En este capitulo buscaremos dar la base conceptual de lo que sera una parte esencial en
la demostracion del Teorema de Benoist, esto es el Principio local-global de Kato. Para ello
deberemos introducir conceptos nuevos, los cuales nos ayudaran a entender esta parte de
mejor manera.

4.1. Cuerpos p-adicos

Definicion 4.1. Sea K un cuerpo cualquiera, llamaremos a la funciéon
| ’ . K — R+

valor absoluto de K si cumple las siguientes condiciones:
1. |z|=0<2=0
2. |wy| = |ally| Yo,y € K
3. [z +y| = x| + |yl Vo,y € K

Ademas diremos que dicho valor absoluto | | es no arquimediano en K si cumple la
desigualdad
|+ y| < méx{[z], [y|} Va,y e K.

En caso contrario diremos que es arquimediano.
Diremos que dos valores absolutos | |; y | | en un cuerpo K son equivalentes, si existe un
a € R tal que |b|; = |b]§ paratodo a € K.

Teorema 4.2 (E. Artiny Whaples, 1945, Teorema 1). Sitenemos n valuaciones ||, inequivalentes
y no triviales de un cuerpo L cualquiera, un elemento o, de L por cada valuaciony ¢ > 0
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entonces podemos encontrar un elemento en L tal que

oo — |, <€ paracada v=1,2,...,n.

Podemos dar las siguientes definiciones.
Sea k un cuerpo y sea | - | un valor absoluto no arquimediano. Definamos los siguientes
conjuntos:

m Og ={a:|a| <1}
«p={a:la <1}

Con estos anillos, tenemos la siguiente definicion:

Definicidn 4.3. Definimos como el cuerpo de clases residuales de k. como el cociente
Ok /p. Ademas diremos que | | es un valor absoluto discreto si el grupo Ok \p es discreto.

Para continuar es necesario recordad el concepto de completitud. Por un lado un cuerpo
K con un valor absoluto | | no trivial, se dice completo si toda sucesidn convergente es
sucesion de Cauchy.

Por otro lado, dado un cuerpo K y un valor absoluto | |, podemos construir su completacion
con respecto al valor absoluto | |, denotada por K.

En el caso Q, gracias al Teorema de Ostrowski (Véase Gouvéa, 2020, Theorem 3.1.4)
sabemos que lo unicos valores absolutos no triviales son:

= en el caso no arquimediano son los valores absolutos p—adicos |z|, = p~™ con n tal
quez =p"jconptjy|0] =0,

= en el caso arquimediano, es el valor absoluto usual

T st x>0
2|00 = ‘
—x st <0

Por lo que la tnicas completaciones de QQ seran con respecto a ||, denotadas por Q, (en el
caso no arquimediano) y Q.. = R en el caso arquimediano.
Para complementar, tenemos los siguientes resultados:
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Proposicion 4.4 (Gouvéa, 2020, Theorem2.2.4). Sea K un cuerpo de caracteristica cero
y sea Z laimagen de 7 en K. Un un valor absoluto | | en K es no-arquimediano si y solo si
la| < 1 para todo a € Z.

Por lo que en el caso Q, tenemos que Og, = Z, y por tanto el cuerpo residual de Q, es
Z./pZ (Vease Gouvéa, 2020, Corollary 4.2.5)

Con esto en mente, podemos introducir el concepto de cuerpos p-adicos.

Definicion 4.5. Sea K un cuerpo completo con respecto un valor absoluto no arquimediano
| - |. Diremos que K es un cuerpo p-adico si

1. K tiene caracteristica cero
2. | -| es discreto.

3. El cuerpo de clases residuales es finito.

Podemos dar la siguiente caracterizacion:

Lema 4.6 (J. W. S. Cassels, 1986, XIll, Lema 1.1). El cuerpo K con un valor absoluto | |
es un cuerpo p -adico si y solo si es una extension finita de Q, para algun p.

Y con respecto a las completaciones con respecto a valuaciones arquimedianas tenemos
el siguiente teorema:

Teorema 4.7 (J. W. S. Cassels, 1986, Ill, Theorem 1.1). Sea k un cuerpo completo con
respecto a una valuacion arquimediana | - |. Entonces k es (ismorfoa) RoCy |- | es
equivalente al valor absoluto usual.

Con esto claro, podemos introducir las siguientes notaciones.

Definicidn 4.8. Sea k un cuerpo de nimeros y sea v un lugar. Denotaremos por 2;, el
conjunto de las valuaciones de k.

La completacion de k con respecto a v la denotaremos como k,. Si v es arquimediano
como vimos, la podemos identificar como k£, = R o &, = C. Ahora si v es no arquimediano,
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entonces denotamos como k, = k, para el unico primo p tal que k, sea una extension finita

de Q,.
Para acortar lenguaje, llamaremos completaciones diddicas a k.

Volviendo un poco atras, especificamente al capitulo anterior. Dada una extension £’ de un
cuerpo k, definimos la extension de cuerpos de funciones algebraicas F/k C F'/k’ donde
F' = FI’ (salvo k—ismorfismo). Si tomamos £’ = k, para algun lugar v de k tendremos las
siguientes notaciones.

Definicion 4.9. Sea % un cuerpo de numeros y v una valuacion de €. Sea F'/k un cuerpo
de funciones algebraicas, si la valuacion es no arquimediana, denotaremos por £, al
composito F'k, para algun primo p € Z, si la valuacion es arquimediana, simplemente
escribiremos Fy 0 F- dependiendo del caso.

En caso de una valuacion v cualquiera denotemos el composito F'k, como F, y al cuerpo
de funciones algebracias F,/k, lo denominaremos como el cambio de base de F/k a k,.
Ahora sea el espacio .Z (D) para algun divisor de D € Div(F/k) y sea F,/k, el cambio de
base de F'/k a k,, entonces denotaremos al espacio de Rimann-Roch sobre esta extension
como .Z,(D) y en el caso arquimediano lo denotaremos como %k (D).

Ahora bien, puesto que .Z(D) es un k-espacio vectorial de dimensidn finita, fijamos una
k-base {wi,...,w,} de Z(D), la cual se extiende de manera natural a una k,-base del
espacio .%,(D) para cada lugar v € A.

De este modo, cualquier elemento o € L,(D) se puede expresar de forma unica como
una combinacién lineal o = > | a,w;, donde «; € k,. Definimos la norma médxima de o
respecto a esta base fija, denotada por || - ||, como:

ol = mix {lail. )

donde | - |, representa el valor absoluto en k, asociado al lugar v.
En el caso que k, = R, se denotara por || - || al valor absoluto asociado a F'/R.

Es importante destacar que, si bien el valor numérico de ||o||, depende de la base elegida, la
topologia inducida por esta norma en .%,(D) es independiente de dicha seleccion. Debido
a que .Z,(D) es un espacio vectorial de dimensidn finita sobre el cuerpo completo k,,
todas las normas de este tipo son equivalentes. Por lo tanto, definen el mismo sistema de
vecindades topoldgicas.
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Con esto podemos dar el siguiente resultado.

Lema 4.10. Sea k un cuerpo de numeros y seav € A C Q, donde A es un subconjunto
finito de lugares de k. Sea F'/k un cuerpo regular de funciones algebraicas y sea D un
divisor de F'/k. Para cada v € A, se o, € £,(D) C F,. Entonces para cada ¢ > 0 existe un
o€ Z(D)talque |oc — o,|, < € para todo v € A.

Demostracion. Sea P € Prp y sear € Z tal que r > —v,(D), aplicamos el Teorema
de aproximacion débil en cuerpos de funciones algebraicas ( Teorema 2.13) con esto
conseguimos un z € F tal que vp(x — 0,) = r y por la desigualdad triangular estricta
tenemos que vp(z — 0,) = min{vp(x),v,(o)}. Ahora lo vemos por casos:

a) Siv,(o,) > v,(x), entonces
vp(z) =vp(x —0,) =1 > —vp(D)

y por la Observacion 2.25 tenemos que z € %, (D)
b) El caso donde vp(x) > vp(o,) es trivial ya que vp(o,) > —vp(D),

Por lo que en cualquier caso tenemos que = € .Z,(D).

Ahora, debemos notar que el cuerpo de funciones F'/k visto como un subconjunto de F, /k,
es denso en dicha extension de cuerpos bajo la topologia inducida por k, esto gracias al
Teorema de Artin-Whaples ( Teorema 4.2). Sea o € F'/k lo suficientemente cerca de « tal
que ||z — ||, < e paratodo ¢ > 0y seat € P un parametro uniformizante, sea vp(c) =n
y vp(z) = m, entonces |[[t"u; — t"us||, < € lo que implica que | m — n |< d. pero como
m,n € Z tenemos que vp(c) =n =m = vp(z), luego vp(c) = vp(x) > —vp(D) para todo
lugar P € Pg,, lo que implica que o € %, (D). O

4.2. Lema de Hensel y sus consecuencias

Lema 4.11 (Colmez, 2002, Proposition IV.1.15, (Lema de Hensel)). Sea K un cuerpo
completo con un valor absoluto no arquimediano | |. Si f € Ok|[X] y a € Ok verifica que

[f(@)] <[f' ()]
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entonces existe un & € O unico que verifica

& —al <

(), ) =0,

Corolario 4.12. Sea K un cuerpo completo con un valor absoluto no arquimediano | |.
Sea f € Ox[X] un polinomio monico y sea f la reduccion de f modulo p. Si @ es una raiz
simple de f en O, /p entonces existe un tnico & € Oy talque & +p=ay f(a) =0

Demostracidn. Sea o € O tal que & +p = @, como f(a) = 0, entonces f(a) € p, lo que
es equivalnete a decir que |f(a)| < 1. Como @, es una raiz simple, esto implica que

f@#0=f@é¢p=|f(a)=1

Luego el lema de Hensel nos dice que existe un unico a € Oy tal que

= [f(a)]

I&—a|§‘ (O‘>)

f
f'(a

y f(&) = 0 ademds como |a — a| < |f(a)] < 1entonces @ —a € p

]

Antes de ver algunos resultados interesantes para Q, y extenderlos a k,, con k£ un cuerpo
de numeros, vamos a demostrar unos lemas técnicos pero necesarios.

Lema 4.13. Sea 2 < p € Z un primo, entonces —1 en I, es suma de cuadrados.

Demostracion. Primero definamos el siguiente homomorfismos de grupos

¢:F:—F

T — 2’
Por el tercer teorema de isomorfia podemos tenemos el siguiente ismorfismo:

Fy/Ker(¢) = Im(¢)

Es clave notar que Ker(¢) = {1,—1} entonces podemos desprender que |Im(¢)| = p%l.
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Ahora definamos el siguiente conjunto
A=1Im(¢) ={2*|x € F}}

1
Con esto en mente notemos que |A U {0}| = ]%. Ahora definamos el siguiente conjunto

B={-1-y’|lyeAu{o}}

Notemos que |B| = ]%1 luego (AU {0}) N B # 0 por lo que, existe un ¢ € AU {0} tal que

—1—y*=¢q conq,yc AU{0}

= —1 =2+ con z,y € F),

]

Corolario 4.14. Sea [F, para2 < p € Z y sea F/IF, un cuerpo de funciones algebraicas,
entonces p(F) < 3.

Demostracion. Como -1 es suma de cuadrados, esto implica que existen a y b en [F,, alguno
no nulo tales que

A+ =—1<—=ad+P+1=0
< (ac)® + (cb)* +c* =0

= al+as+a5=0

Es decir, es equivalente a decir que la forma cuadratica =7 + 23 + 22 es isotrépica en F,,
luego como F, C F'y F es un cuerpo cuadratico regular ( Lema 2.4) entonces la forma
(1,1,1) es universal (Teorema 1.21). H

Proposicion 4.15. La forma cuadrdtica »% + z3 + 3 es isotrdpica en Q, para 2 < p € Z.

Por el Lema 4.13, -1 es suma de cuadrados en el cuerpo F, cuando p > 2 el cual es el
cuerpo residual de Q,, ahora definamos el polinomio

plx)=2+y*+1=0
este polinomio tiene solucion en F,,, aplicando el Corolario 4.12, sabemos que este polinomio
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tendra raices tambien en Q,, esto implica que -1 también es suma de cuadrados en Q,,
equivalente a decir que la forma cuadrética =% + =3 + 3 es isotrdpica.

Ahora, estos resultados los podemos extender a k£ un cuerpo de numeros de la siguiente
manera.

Proposicion 4.16. Sea k un cuerpo de numeros y k, sus completaciones p—ddicas.
Entonces s(k,) < 2 para todo lugar no didico.

Demostracion. PorellLema4.6,tenemos que Q, C k, paraalgun p > 2. Porla Proposicion 4.15
sabemos que s(Q,) < 2 entonces s(k,) <2 (A C B = s(A) < s(B)). O

Ahora, analizando el caso faltante, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.17 (Pfister, 1995, Charper 3, §1, Example 1.2(6)). Sea k un cuerpo local
diadico, entonces:

1 parav/—1¢€k,
s(k) =142 para[k: Q) par, v=1¢k, (4.1)
4 para [k : Qo impar

Uno de los Teoremas mas importantes en el sentido de representaciones, es el siguiente, ya
que antes del Teorema de Kato, este principio local global fue la herramienta fundamental
en el trabajo de representaciones en formas cuadraticas.

Teorema 4.18 (Hasse-Minkowski). Sea q una forma cuadratica sobre un cuerpo de nimeros

k. Entonces q representa a 0 en k si y solo si para todo lugar v de k la forma cuadratica q,
representa a 0 en k,.

Con estos Teoremas ya podemos dar unos cuantos resultados para acotar el niumero de
Pitagoras de algun cuerpo de funciones.

Proposicion 4.19. Sea k un cuerpo de nimeros no real, tenemos que, e, 0 f, es par, para
todo lugar diddico si y solo si p(F') < 3
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Demostracion. Sea p un lugar diadico arbitrario de k. Sabemos que el grado local esta
dado por [k, : Q2] = e, f,,. Si alguno de ellos es par, entonces el grado local [k, : Q2] es par.

Por la Proposicién 4.17, si este grado es par, entonces el nivel local puede ser s(k,) = 1
(siv/—1 € ky) o s(k,) =2 (si vV/—1 ¢ k,). En cualquier caso, tenemos que s(k,) < 2 para
todo lugar diadico. Como para todo lugar no diadico v ya demostramos que s(k,) < 2
(Proposicion 4.16), el Teorema de Hasse-Minkowski nos permite concluir que el nivel global
cumple s(k) < 2. Finalmente, por el Teorema 2.5, concluimos que p(F) < s(k) + 1 < 3.

Supongamos que p(F) < 3. Como F' es una extension de k, sabemos que el nivel no
aumenta al restringirnos al cuerpo base, por lo que s(k) < s(F) < p(F') < 3. Dado que el
nivel de un cuerpo es siempre una potencia de 2 (véase Lam, 2005, Chap Xl, Theorem
2.2), las unicas opciones posibles son s(k) = 1 0 s(k) = 2; en consecuencia, s(k) < 2.

Aplicando el Teorema de Hasse-Minkowski, esto implica que s(k,) < 2 para todo lugar
diadico p. Observando la Proposicion 4.17, la unica forma de que el nivel local no sea 4 es
que el grado local [k, : Q2] no sea impar. Por ende, [k, : Qs] = e, f, debe ser par para todo
lugar diadico, lo que concluye la demostracion. O

Proposicion 4.20. Sea k un cuerpo de nimeros no real. Sea F'/k un cuerpo de funciones
algebraicas sobre k, entonces p(F') < s(k)+1<5

Demostracion. Sea k no real, es decir que s(k) < co. Al ser no real, no tenemos ninguna
incrustacion de k£ a R, por lo que no hay completaciones reales de este cuerpo de nimeros.
Gracias a la Proposicién 4.16 sabemos que s(k,) < 2 para todo lugar no diadico. Ahora
sea k, una completacion diadica, por la caracterizacion de cuerpos p—adicos, tenemos
que Q; C k,, lo que implica s(k,) < s(Q2) = 4.

Finalmente por el Teorema de Hasse-Minkoski tenemos que s(k) < 4. Por el Teorema 2.5
podemos concluir que p(F') < s(k) +1 <5. O
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Capitulo 5

Sumas de cuadrados de funciones sobre
un cuerpo de numeros

Como bien se menciond en la Introduccién (4), en este capitulo buscaremos mostrar la
relacion y los paralelismos entre la demostracion que dio Pourchet sobre la conjetura de
Pfister en el caso del cuerpo de funciones racionales k(t) sobre un cuerpo de nimeros

k (desde ahora usaremos k para denotar un cuerpo de numeros) y la demostracion de
Benoist de la conjetura en el caso de un cuerpo de funciones algebraicas F'/k cualquiera.
Para ello daremos un breve bosquejo de la demostracion de Pourchet.

i)

ii)

En primera instancia, Pourchet demuestra un principio local global de la forma: un
polinomio es suma de 4 cuadrados si y solo si es suma de 4 cuadrados en k,[{]
para todo lugar v € €. Considerando el hecho que los polinomios positivos son
suma de 5 cuadrados y no de 4 cuadrados en general, el lector atento ya se da
cuenta que Pourchet no aplico este principio directamente a un polinomio f € k|t]
no negativo directamente. En efecto, la parte mas intricada del trabajo de Pourchet
era su demostracion que es posible de restar de f el cuadrado de otro polinomio g,
tal que f — ¢* es localmente una suma de 4 cuadrados (y pues globalmente de 4
cuadrados).

Sea f € k[t] un polinomio positivo de grado par 2n. Para justificar la existencia de
un polinomio g € klt] tal que f — ¢g® es suma de 4 cuadrados en k,[t] para cada
lugar v € €, Pourchet observé primero que para cada lugar v de k se encuentra un
g» € ky[t] tal que f — ¢ es una suma de 4 cuadrados en k,[t], 0 en otras palabras
que f es una suma de 5 cuadrados en k,[t] para cada lugar v de k.

Con el fin de reemplazar los polinomio g, € k,[t] por un unico g € k[t|, Pourchet
aprovecha que para todos salvo finitos lugares v de k&, la condicién de ser suma de
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4 cuadros en k,[t] es una condicidn trivial. Por lo tanto basta con una aproximacion
simultanea de g, en las métricas v—adicas por un polinomio g € k[t], que es posible
gracias al teorema de aproximacion débil aplicado a los coeficientes de los finitos
g,. Para que esa aproximacion débil resulte en lo deseado, Pourchet demuestra el
ingrediente mas importante, que variaciones v—adicas suficientemente pequenas
de un polinomio en k,[t] que es suma de 4 cuadrados, siguen siendo sumas de 4
cuadrados.

Lo que buscaremos probar en esta seccion, es el siguiente Teorema.

Teorema 5.1 (Benoist, 2025). Sea k un cuerpo de ndmeros real. Sea F'/k un cuerpo de
funciones algebraico regular sobre k, si f € I es positiva definida, entonces f es suma de
5 cuadrados en F.

En este contexto es necesario notar lo siguiente: por la Proposicién 4.16, tenemos que
la forma (1, 1,1) es is6tropica en k,, para cualquier primo p > 2, por lo que también lo es
en F cuando F' es un cuerpo de funciones algebraica sobre k,. Como F' es cuadratico
regular (Lema 2.4), entonces dicha forma es isotrdpica, lo que implica que es universal
(Teorema 1.21). Por lo que podemos deducir el siguiente hecho:

Lema 5.2. Sea un cuerpo de funciones algebraicas F'/k, para k un cuerpo de numeros y
p > 2. La forma cuadrdtica x7 + =3 + 23 + =73 es universal en F.

Por lo que lo que solamente existen finitos lugares v de k& donde la forma suma de 4
cuadrados es anisotrdpica, esto ya que por el Teorema de Ostrowski (Véase Conrad, 2010)
las unicas posibles completaciones de un cuerpo de numeros k son k, paratodop € Zy R
(o C).

Con esto en mente podemos hacer un esbozo de la demostracién del Teorema 5.1. Sea un
elemento f € F/k positiva definida, siempre podremos escribir su divisor de forma unica
como div(f) = E — 2D. Con esto vamos a justificar que para los finitos v donde la forma
sumar 4 cuadrados es anisotrdpica, existen secciones «, € Z,(lA) Y Bi» € L, (D + lA)
para algun divisor A de F'//k amplio y un [ lo suficientemente grande, de modo que para
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todo lugar v de k, satisfagan la siguiente ecuacion

5
2 2
fa'u - Z Bi,v
=1

en cada completacion k, respectivamente (véase Teorema 5.10 y Teorema 5.20).

Luego se probara que la propiedad de ser suma de cuatro cuadrados se preserva bajo
pequenas perturbaciones en vecindades 2—adicas (véase Proposicion 5.16), lo mismo
ocurrira para completaciones reales. De este modo se podra argumentar que las de
secciones a € Z(lA)y 35 € Z(D + lA) en F/k que aproximan simultdneamente a «, con
a'y B, con (5, dadas por el Teorema de aproximacion débil de Artin-Whaples, cumpliran
que la funcion positiva definida )

(%)

es suma de 4 cuadrados en dichas completaciones de k y por la eleccién de los lugares
v se podra concluir que esto ocurre para todas en las completaciones F,/k, (véase
Teorema 5.25). Finalmente se aplicara un principio local global deducido del Teorema
de Kato, 1986 (Véase Teorema 5.5). Concluyendo asi la prueba de la conjetura de Pfister.
Paralelamente, compararemos el proceso légico del Trabajo de Benoist con la demostracién
de Pourchet para el caso particular cuando F' = Q(t).

Antes, de comenzar, debemos recordar una discusién que se tuvo en el Capitulo destinado
a los Divisores. Dado un f € F/k, por el Lema 2.29, sabemos que divi,(f) = E donde E
es efectivo reducido, es decir, siempre podemos ver a f como una seccion global de un
divisor 2D.

Junto con lo anterior y con la Definicién 2.28 podemos concluir que las afirmaciones que
hagamos con respecto a representaciones de f € F'/k se pueden traducir a afirmaciones
de representaciones de f en el espacio .Z(2D).

Sin mas dilacién, comencemos.

5.1. Principio Local-Global Kato

El principio local global de Kato, demostrado originalmente por Kato, 1986, fue posterior al
calculo del numero de Pitagoras de funciones racionales en cuerpos de numeros por parte
de Pourchet, que fue en el afno 1971. Debido a este desfase en las pruebas, Pourchet no
contd con el principio local global de Kato, pero gracias al hecho que la suma de cuadrados
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en k(t) es equivalente a las sumas de cuadrados en k|t] ( Teorema 2.32). Por lo que Pourchet
pudo superar este impasse demostrando su principio local global de manera mas elemental.
En este capitulo demostraremos que el principio local global de Pourchet es una consecuencia
directa del Teorema de Kato.

Teorema 5.3 (Kato, 1986, Theoreme 0.8). Sea F'/k una cuerpo de funciones algebraicas
regular sobre un cuerpo de nimeros k. Para v € Q) una valuacion de k sea F, / k, la extension
de cuerpos de funciones algebracias. Entonces el mapeo candnico

¢: IP(F)/INF) — [ IP(Fo/ko) /T (Fo/ky)

VEQ

es inyectivo.

Observacion 5.4. 1. Comparando con el paper original de Kato, la afirmacion se puede
ver mas directamente si reemplazamos I*(K)/I*(K) por H*(F.Z/2Z) el 3-er grupo
de cohomologia de Galois del modulos Z/27Z con accién trivial. No obstante, gracias
al famoso teorema de Markurjev-Suslin, sabemos que para cualquier cuerpo K
de caracteristica diferente de 2 se cumple H?(K,Z/27Z) = I*(K)/I*(K) (un caso
particular de la conjetura de Milnor!, que mas tarde fue resuelto por completo por
Voevodsky.)

2. Es sabido que en un Homomorfismo de grupos ¢ : G — H se tiene que ¢(eq) = ey
donde ey y eg son las identidades respectivamente. El teorema de Kato, al ser
una inyeccién nos dice que si fijamos 1,1 € I3(F)/I*(F) y tenemos la igualdad
¢(a) = ¢(b) entonces a = b. Si reemplazamos b = 0 tenemos que una 3-forma de
Pfister es nula en el cociente I3(k(C))/I*(k(C)) siy solo si es nula en el producto
cartesiano [[, ., I*(F,)/I*(F,), lo que equivale a decir que debe ser nula en cada
cociente I3(F,)/I*(F,) para todo lugar v de k.

Combinando el Teorema 1.30 y el Teorema 5.3, podemos concluir el siguiente Principio
local global:

Teorema 5.5. Sea F/k un cuerpo de funciones algebraicas regular sobre un cuerpo de
ndmeros k. Sea f € (F)*. Entonces ((1, 1)) representa f € I si y solo si representa a f en
F,/k, para todos los lugares v de k.

"Milnor, 1970, Question 4.3
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Demostracion. Sea f representada por ((1,1)) en F,/k, para todo lugar v de k si y solo
si ((1,1,—f)) = 0 en I3(F,)/I*(F,) para todo lugar v, luego por la Observacion 5.4
es equivalente a decir que ((1,1,—f)) = 0 en I3(F)/I*(F) aplicando nuevamente el
Teorema 1.30 concluimos que esto ocurre si y solo si f representada por ((1,1)) en FF [

El siguiente resultado se sigue de manera directa del Teorema de Kato en el caso F = k(t)
y después aplicar el Teorema de Cassels-Pfister ( Teorema 2.32).

Corolario 5.6. Sea k un cuerpo de numeros, <) el conjunto de sus lugares, y (k,)cq
la familia de sus completaciones; Sea f € k[t| — {0}. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

1. ((1,1)) representa f en k[t],

2. ((1,1)) representa a f en k,[t] para todo v € ().

Este corolario es el Principio local global de Pourchet (Véase Pourchet, 1971, Proposicién
4).

Como ya se menciond, Pourchet demuestra dicho resultado de manera mas rudimentaria,
como una consecuencia directa del Teorema de Hasse-Minkoski y su propio criterio
local-global (Véase Pourchet, 1971, Proposicidn 3).

Con el Teorema de Kato, estamos listos para demostrar parcialmente la conjetura de Pfister
y particularmente entender donde radica su dificultad y cual fue la idea crucial de Benoist
para poder resolverla después de treinta afos.

Pero antes, veremos unas consecuencias del Teorema de Kato. El primer resultado es
un analisis del comportamiento de F'/k en algunas de las completaciones de k y las
consecuencias del Principio local-global de Kato y el Teorema de Hasse-Minkoski.

Teorema 5.7. Sea k un cuerpo de numeros real tal que el grado [k, : Q.| es par para
todo lugar diadico v € Q. Sea F/k un cuerpo de funciones algebraicas regular sobre k,
entonces p(F) < p(k) +1 <5.

Demostracion. Sabemos que el grado [k, : Q;] es par para todo lugar diadico v € . Bajo

esta hipdtesis, sabemos que p(k) = 3 ( Ejemplo 1.2), lo cual ocurre si y solo si el numero
de Pitagoras local es p(k,) < 3 para todo lugar v € Q. Para acotar el numero de Pitdgoras
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global p(F'), analizaremos el comportamiento local en cada completacioén F, /k, dividiendo
los lugares de 2, en tres casos:

i) Completaciones reales: Si v es un lugar real, el Teorema 3.1 asegura que p(F,) = 2.

i) Completaciones no diadicas: Combinando la Proposicién 4.16 y el Teorema 2.5,
obtenemos la cota p(F,) < 3.

i) Completaciones diadicas: Por nuestra hipdtesis inicial, [k, : Q2] es par, lo que
implica que el nivel es s(k,) = 2. Utilizando el mismo razonamiento del caso anterior,
concluimos nuevamente que p(F,) < 3.

En consecuencia, para absolutamente todo lugar v € €2, tenemos la cota absoluta p(F,) < 3.
Esto garantiza que p(F,) < 4, lo que significa que toda funcién f € F, que sea positiva
definida puede escribirse como suma de a lo sumo 4 cuadrados. En el lenguaje de formas
cuadraticas, esto equivale a decir que f es representada localmente por la forma de Pfister
((1,1)) en cada completacion F,.

Finalmente, dado que ((1, 1)) representa a f en todos los cuerpos locales F, y el cuerpo
F es regular, podemos aplicar el principio local-global de Kato ( Teorema 5.5). Este nos
permite concluir que la forma representa a f globalmente en F, demostrando asi que
p(F)<4=pk)+1<5. O

Corolario 5.8. Sea k un cuerpo de numeros real tal que el grado [k, : Q.| es par para
todo lugar diadico v € Q). Sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas sobre k, entonces
p(F) <p(k)+1<5.

Demostracién. Como F/k es no necesariamente regular, vamos a utilizar el cuerpo k que
es la clausura algebraica relativa de k en F, esta clausura cumple que k C k C F 'y F/k
si es regular. Sabemos que k es una extensién finita de &, entonces k es un cuerpo de
nuimeros. Aplicamos el Teorema 5.7 al cuerpo F/k y obtenemos que p(F) < 5; es decir:
sean fi,..., f, € F, entonces existen g, ...,g5 € F tales que f2 + ...+ f2 = g7 + ... + g2.
Esto nos dice que el nimero de Pitagoras de F/k es también 5. O

Observacion 5.9. Sea k un cuerpo de numeros, este puede ser real o no real. Si el cuerpo
de numeros es no real tenemos la Proposicion 4.20 la cual nos dice que p(F') < 5 para el
cuerpo F'/k en este caso particular.

Ahora si el cuerpo de numeros k es real, tenemos dos posibilidades, que los ideales
diadicos ramifiguen de manera par o impar en el 2, es decir que [k, : Q2] sea par o impar
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para las localizaciones diadicas. Acabamos de ver que en el caso que sea par se tiene
que p(F) < 4 < 5, por lo que si se demuestra que p(F) < 5 en el caso donde [k, : Qs] es
impar, se podria resolver la conjetura de Pfister.

Si intentamos resolver esto ultimo de la misma manera que los casos anteriores, notaremos
una clara problematica. Sabemos que si k es real el cuerpo de funciones algebraicas F'/k
tendra como ndmero de Pitagoras 2 gracias al Teorema de Witt ( Teorema 3.1). También
sabemos que el numero de Pitdgoras de F/k cuando k es una completacion no diadica
estara acotado por 4 ( Lema 5.2). Finalmente en el caso que exista un lugar diadico con
[k, : Qo] impar, por la Proposicion 4.17 y el Teorema 2.5 concluimos que p(F) < 5 en este
caso. Es decir que

p(F,) < 5,Yv € Q.

Es por ello que no podemos aplicar el Teorema de Kato ya que este controla suma de 4
cuadrados en las completaciones, no de 5.
Por lo que debemos un trabajo extra para resolver el caso faltante.

5.2. Existencia 2-adica de representacion por sumas de 5
cuadrados

Dado un f € F;/k, donde k, es una completacion 2—adica de un cuerpo de numeros k, para
algun primo 2. Sea D € Div(F,/k-) el divisor doblado de f. En esta seccion, buscaremos
justificar la existencia de secciones o, € £ (IA) y B2 € £ (D + [A) para algun divisor A
de F/k amplio y un [ € Z lo suficientemente grande, tal que para toda completacion k, de
k, satisfagan la siguiente ecuacion

5
2 2
fag = Z Bia
i=1

Dado un cuerpo de numeros, por la Proposicion 4.17 sabemos que s(k,) < 4. Ahora bien,
sea F'/ky un cuerpo de funciones algebraicas regular, por el Teorema 2.5, podemos deducir
que p(F') < 5. Esto nos dice que cualquier elemento de F, puede escribirse como suma
de a lo mas 5 cuadrados, por lo que, gracias a la Hipdtesis 2.31 (con n = 5), podemos
concluir el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Sea k un cuerpo de ndmeros. Sea F'/k, un cuerpo de funciones algebraicas
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regular sobre una completacion 2—ddica. Sea A en Div(F'/ks), con A amplio. Sea f € F'y
sea D € Div(F/ks) el divisor doblado de f.

Entonces para un [ lo suficientemente grande, existen ay € £5(l1A) Y B1a, ..., P52 € L2(D +
[A) tales que

5
2 2
fo3=> 82
=1

con as no nulo y los 5, 5 sin un cero en comun.

Como caso particular tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.11. Sea k un cuerpo de numeros y sea k, una completacion 2—adica de k.
Sea [ € k,[t]\{0} de grado par 2n. Existen entonces 5 polinomios fi,..., f5 € kslt] tales
que

L f=R+HB+HE+HE+f
2. deg(f — f2) =2n

3. pm.cd.(fi, f2, f3. fa) = 1

Demostracion. Sea f € k»[t], sabemos que f al ser un polinomio, podemos escribir
su divisor como div*2(f) = divg?(f) — 2nPs. Luego f € £(2nP.). En la notacién de
Teorema 5.10, digamos que D = nP,, y A = P,,. De este modo tenemos o € %4(IP.)y
las secciones §; € %((n + 1) Px) sin un cero real comun, tal que

5
fo?=> "5

=1

5 2
_N (B
2(@)
De donde podemos extraer que
div (@) > (n+1)Pyx — Py =nPyx > —nPy

«

por lo que

f— <@>2 € £ (2nPy).

(0%
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Lo que concluye lo pedido. O

5.3. Variaciones 2-adicas de sumas de 4 cuadrados

Considerando el punto ii) en el bosquejo de la demostracién de la conjetura de Pfister por
parte de Pourchet, dada en la introduccion de este capitulo, necesitaremos que variaciones
suficientemente pequenas dentro de un k., espacio finito de funciones racionales de una
funcion que es suma de 4 cuadrados, mantienen esa propiedad. Eso vamos a exponer en
la seccion presente.

Para el resto de la seccion fijamos como k, una extension finita de Q. y F'/k, un cuerpo de
funciones algebraicas.

Antes de dar el resultado principal, necesitamos incluir una breve definicion.

Definicién 5.12. Sea F'/k, un cuerpo de funciones algebraicas sobre alguna completacion
diadica de k. Denotemos por V., al conjunto de valuaciones discretas v en F' que se
extienden desde valuaciones 2—adicas en k. Y denotamos por F* a la completacion de F
con respecto a la valuacion v, también definamos el conjunto 0% = {f € F* | v,(f) > 0}
que sera un anillo local y su unico ideal maximal se definird como @ = {f € F* | v,(f) > 0}.

El siguiente lema sera necesario para la demostracion del resultado principal de esta
seccion. Este resultado es una simplificacion del Benoist, 2025, Lemma 2.4 adaptado a
nuestro caso y siguiendo su misma demostracion.

Lema 5.13. Sea el par (0%, w) y sea q € O%[X, ..., X5]. Sea p € (O%)° tal que q(p) = 0 y
dq
0X;
Para cualquier entero r > 0, existe un entero s > 0 con la siguiente propiedad: Si g €
O%[X1, ..., X5] es tal que g — q € (W)* - O%[ Xy, ..., X5], entonces existe y € (O°)° tal que

g(y) =0yy—pe((m))

(p) # 0 para algin 1 < j < 5.

91
0X;
modo que § € m"\m**!. Denotemos s := max[2t,¢ + r, ¢ + 1]. Por hipdtesis sabemos que

Demostracion. Sea § = (p) € O para algin 1 < j < 5tal que § # 0. Sea t > 0 de
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g—qe (@) O0%[Xy,..., X5] por lo que

0 ; o
y como s > ¢ + 1 tenemos que 0 # 879(19) = ¢, en m"\m'"'. Ademas, por hipdtesis
j
g(p) = g(p) — f(p) € m* y por nuestra eleccién del s, tenemos que (m)* = (m)?* - (m)*" 2y
como O es un anillo de valuacién discreta, podemos concluir que g9(p) = 0 mod (67) - m*~>
Con todo esto podemos aplicar el M. F. Artin, 1969, lemma 5.10 con a = m*~%, concluyendo
asi que existe un y € (O%)° tal que g(y) = 0y y — = € (M**)5 y como s — ¢ > r concluimos

lo pedido. O

Los siguientes resultados hasta el momento de entregar la presente tesis, no los logramos
verificar y por lo tanto, en el espiritu de transparencia cientifica, decidimos dejarlo como
hipdtesis, y dejar la verificacién como tarea al lector.

El primer resultado es una consecuencia de la Proposicion 2.3 de Benoist, 2025, donde
Benoist afirma este hecho, sugiriendo que sea una consecuencia de un diagrama conmutativo
mencionado en Kato, 1986.

Hipétesis 5.14. Existe un subconjunto finito de I" € V,,.,;, que cumple lo siguiente: [ €
F es representado por ((1,1)) en F si y solo si f es representado por ((1,1)) en las
completaciones E, paratodo v € T.

La siguiente hipotesis es el Lemma 2.8 de Benoist, 2025.

Hipétesis 5.15. Sea k, un cuerpo diadico, sea F/k, un cuerpo de funciones algebraicas
regular. Sea f € F/ky y sea D € Div(F/k,) el divisor doblado de f. Entonces existe una
vecindad U de f € £ (2D) (para la tolpogia inducida por k) tal que para cualquier g € U y
cualquier y € Pr. con g(y) = 0 existe x € Pr. con f(z) = 0 y una k—incrustacion de . (x)
en 7 (y).

Ya podemos enunciar el resultado principal de esta seccion.

Proposicion 5.16 (Benoist, 2025, Proposition 2.9). Sea F'/k, un cuerpo de funciones
algebraicas regular sobre un cuerpo diddico k,. Sea f € F/ky y sea D € Div(F/ks) el
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divisor doblado de f.Si f € ¥ C Z(2D) donde ¥ C #(2D) es el conjunto de secciones
representadas por x3 + z3 + x2 + x3 en F* y ademds la forma x? + z3 + 2% + 22 es isotrdpica
en el cuerpo residual de todos los ceros de f de multiplicidad par > 2. Entonces . contiene
una vecindad 2—adica de f en £ (2D).

Antes de ver la demostracion, vamos a ver un pequeio ejemplo concreto.

Ejemplo5.17. Parael ejemplo, sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas, especificamente
F = @Qy(t). Sea el siguiente anillo de valuacion discreta

0. = {§ | f.g € Qult], deg(f) < deg<g>}

y su respectivo lugar P,, = {g | f,9 € Qult],deg(f) < deg(g)}. La valuacién asociada es

Voo (f) = deg(g) — deg(f). Ahora sea D = P,,, podemos notar que el espacio .Z(2D)
g

tendria la siguiente forma

xr = / € Z(2D) < vp(x) > —2vp(D) VP € Pp

g
& voo(g) > —20(D)=-2-1
& deg(g) — deg(f) > —2
& deg(f) — deg(g) <2

< deg(z) <2

para los lugares distintos de D tendriamos que vp(D) = 0 por lo que el espacio .Z(2D)
son todos los polinomios de grado menor o igual a 2.

Sea f(t) = 7(4t*> + 1) € £(2D). Sabemos que 7 se puede escribir como suma de 4
cuadrados (y no de menos) en Q,, de la siguiente forma:

7T=224+1+4+1+1.

Ahora bien, usando la identidad de los cuadrados de Euler (Lema 1.23), podemos concluir
que f(t) puede escribirse como suma de cuatro cuadrados, especificamente de la siguiente
manera

T4 +1) = (=4t + 1) + (2 + 2t)* + (2t + 1)* + (2t — 1)?
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Ademas, es preciso notar que f(t) se puede descomponer en dos factores lineales distintos,
por lo que cumple la condicion de los ceros de la Proposicion 5.16 por vacuidad.

Sea el siguiente polinomio 7(t) = 7(4t* + 2"t + 22"~! + 1), notemos que para cualquier ¢ > 0
podemos encontrar un n lo suficientemente grande tal que ||f — 7|, < ¢, por lo que 7(t)
estd contenido en cualquier vecindad 2—&dica de f(¢) y por la Proposicién anterior, deberia
ser suma de cuadrados. Podemos deducir esto del siguiente hecho: dado un polinomio
de la forma at? + bt + c si este es suma de 4 cuadrados de polinomios lineales, entonces
ocurre que

4

at’ + 0t +c=Y (t+a;)’
=1

Y en nuestro caso, podemos ver que

5 2”+1+2”—1+1+—1
2 2 2 2

y ademas

() (5 ) () 22
por lo que
(V7)? <<t+ 2n2+1)2+ <t+ 2n2_ 1)2+ <t+%)2+ (t+_71)2> = 7(t)

Para hacer la demostracion de la Proposicion 5.16 seguimos el mismo camino que uso
Benoist en el texto original, pero adaptandolo al lenguaje algebraico de divisores.
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Demostracion. Sea x € P un cero de multiplicidad impar de f esto quiere decir que
v.(f) = 2k + 1, esto nos dice que f = ut?***! donde t es un parametro uniformizador de O,.
Como ({1,1)) representa a f en F, esto quiere decir que existe un vector v € F* tal que

(1, 1)) (v) = ut®t & (1,1))(vt™) = ut

esto por propiedades de las formas cuadraticas. Ahora bien, por el Lema 1.22, esto implica
que la forma ((1,1)) L (ut) es isotropica en F.

Supongamos que ((1,1)) es anisotropica en .%,, por el Lema 2.16, esto implica que la
forma

(1, 1)) L t(w)

es anisotropica en F, lo cual es una contradiccion, por lo que ((1, 1)) es isotrdpica en .%,.
Por hipdtesis, esto mismo se cumple para cualquier cero de f.

Por Hipdtesis 5.15, existe una vecindad U C .Z(2D) de f tal que, para cualquier r € U y
cualquier 2’ € Py con 7(2’) = 0, la forma ((1, 1)) es isétropa en .Z,..

Vamos a probar que para cualquier 7 € U y cualquier x € P, la forma ((1, 1)) representa a
7 en la completacién F* de F en z.

Sabemos que cualquier forma 5-dimensional en un cuerpo local es isétropica (Véase Lam,
2005 VI.2.12). Con esto en mente, si x no es un cero de 7, entonces 7(x) # 0 en .%,, por lo
que la forma ((1,1)) L (r(x)) es 5 dimensional, y por lo anterior mencionado, es isotrépica
en .%,, luego por el Lema 1.22, esto implica que ((1, 1)) representa a 7(x) en .%, y por lo
tanto representa 7 en £ por completacién (aplicacién directa del Corolario 4.12).

Si z es un cero de 7, entonces ((1, 1)) es isotrépico en .%, por eleccién de U, por lo tanto
es isotrépico en [ por lema de Hensel. De ello se deduce que ((1,1)) representa ~ en F**
(véase Teorema 1.21).

Para cada valuacion z € I C V4, Sea F* su completacién. Dado que la forma ((1, 1))
representa f en F, la forma ((1,1)) L (f) es isotropica sobre F' (Véase Lema 1.22) por
lo tanto, también sobre la completacién F* de F con respecto a z. Sea ¢ € (ﬁx)* tal que
¢ f e O Porel Lema 5.13 (con f igual a la forma cuadratica ¢ - (((1,1)) L (f))), existe
una vecindad V, C Z(2D) de f tal que c- ({{(1,1)) L (7)) es isotrdpica en F* para todo
7 € V,. Por Teorema 1.21, la forma ((1, 1)) representa 7 en F* para todo 7 € V.

Para concluir, definamos W := U N, V»- Es una vecindad de f en .#(2D) ya que es
la interseccion de finitos abiertos, ademas por nuestras elecciones, se deduce que, para
todo 7 € W, la forma ((1,1)) representa 7 € F* para todo z € T, finalmente, segun la
Hipdtesis 5.14, la forma ((1, 1)) también representa 7 en F. O
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Es preciso notar que la condicion de los ceros de f de la Proposicion 5.16 no puede ser
omitida, para verificar ello tenemos la siguiente observacion.

Observacion 5.18. Sea en este caso F' = Qu(t), f(t) = t* € Qo(t) y el mismo Z(D)
del Ejemplo 5.17. Vemos que sigma es suma de 4 cuadrados y que tiene un cero de
multiplicidad igual a dos, que es el 0. Su cuerpo residual es .7, = QQ; y nosotros sabemos
que forma ((1, 1)) no es isotrépica en Q. por lo que no cumple la condicién de los ceros.
Ahora elijamos 7(¢) = t> — 2% con 0 < | € Z. Para cualquier vecindad 2—&dica U de f
podemos elegir [ lo suficientemente grande para que 7 € U. Si la proposicion fuese cierta,
entonces 7 deberia ser suma de cuadrados en Q,(t) pero no lo es y lo vamos a demostrar.
Sea 7(t) = t? — 2% € Qy(t) (solo por notacién, digamos a = 2'). Asumamos que existen
g1,---,91 € Qo(t) tales que 7 = ¢? + ... + g2, por el Teorema de Cassels-Pfister (
Teorema 2.32) tenemos que 7 también es suma de 4 cuadrados, pero en Q,]t], ahora
sean esos fi,..., f1 € Q[t] tales que f{ + --- + fi = 7. Denotemos por n; := deg(f;) de
esto desprendemos que

£ = a2, 4 Qi)
f3 = bn,t"" + Qa(t)
£ = &, 4 Quft)
fi = &5, 17" + Qu(t)

Denotemos por n := méx;<;<4{n;}, entonces el coeficiente lider de f? + f7 + f2? + fi por
la Ecuacién (5.1) serd exactamente a? + b2 + ¢2 + d2 con al menos uno no nulo (por
construccion). lgualando los coeficientes de Zle f? con 7 tenemos que sin > 2, entonces

az+ b2 +c2+d>=0
2 b2 CQ
= d_2 + d_2 + d_2 =-1
en Q,, lo que sabemos que es imposible. Esto nos dice que n = 1 esto implica que el grado
de los f; debe ser 1 0 0, pero al menos uno debe tener grado 1.

Denotemos entonces f; := r;t + k;, nuevamente igualando coeficientes tenemos que
f+hB+fE+fi=t-d

4 4 4
= ertz + Zﬁ'ki —I—Z/{:2 =t*—a’
i=1 i=1 i=1
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Porloque 0 72 =1, rik; =0y S0 k? = —a.

Ahora sea el espacio Qj visto como un Q,—espacio vectorial, con el producto interno usual
(1,1,1,1). Definamos los vectores C' = (ry,r9,73,74) Y D = (ky, k2, k3, ks) ambos en Q3.
Inmediatamente notamos que C' es un vector de norma 1 que es ortogonal a D, por lo que
D e C+.

Si tomamos el sub-espacio vectorial generado por C'y lo vemos a su vez, como espacio
cuadratico, debemos notar que es no-degenerado e isométrico a (Qs, (1)), ya que podemos
definir un cambio de base de la matriz diagonal asociada a (1,1,1,1) (solo debemos
multiplicar la matriz identidad de 4 x 4 por el vector fila (1,0,0,0) y su traspuesta).

De este modo podemos descomponer (Q3, (1,1,1,1)) = (Qy, (1)) L. C*+y como la forma
cuadratica (1,1,1,1) en Q, esisométricaa (1) L (1,1, 1), por el Teorema de cancelacion de
Witt ( Teorema 1.25) tenemos que el complemento ortogonal C+ visto como espacio
cuadratico es isométrico al espacio (Q, (1,1,1)) por lo que la norma de D debe ser
representada por (1,1,1) en Q,, es decir que —a* debe ser suma de 3 cuadrados en
Q., y como a € Q, si dividimos por a2, esto implicaria que -1 es suma de 3 cuadrados en
Q., contradiccion.

Podemos concluir que 7 no es suma de 4 cuadrados. Por ende si omitimos la hipétesis de
los ceros, la conclusion de la Proposicion 5.16 no es valida.

Corolario 5.19. Sea f € k,[t]\{0} libre de cuadrados y de grado par 2n tal que existen
fi, - f5 € ko|t] donde

f=R+B+HE+E+5
deg(f — f2) = 2n y ged(f1, f2, f3, f1) = 1. Sea | |, el valor absoluto que define la topologia en

ko. Entonces, existe un n > 0 tal que: para todo polinomio g € k[t] que verifique deg(g) < n
Y llg — fsll2 < n, el polinomio f — ¢g* es de grado 2n y es suma de 4 cuadrados en ks|t].

Demostracion. Sea k;(t) el cuerpo de funciones racionales, sea P., € Py, Y s€a vs(-) su
valuacion discreta asociada (Como en el Ejemplo 5.17).

Recordando que estamos asumiendo que f es un polinomio de grado par, por lo que
f € Z(2nPy). Ademas

f=fR+HB+[E+H+1 fi€klt] porai=1,..,4

en la notacion de la Proposicion 5.16 f — f5; € ¥ C Z(2nPy.).
Por el el Teorema de Artin-Whapels (Teorema 4.2), podemos elegir un g € k(t) que esté lo
suficientemente cerca de f5 en la topologia inducida por | | i.e. existe un 0 < 7 real, tal que
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lg — fslla <y con deg(f — g*) < 2n.

Con todo esto ya podemos aplicar la Proposicion 5.16 con F' = ky(t), f = f— f2, 7= f—¢*
y D = 2nP,, esto ya que la condicidn de los ceros se cumple trivialmente. Concluimos
entonces que f — ¢g* debe ser suma de 4 cuadrados en ky(t).

Nuevamente gracias al Teorema de Cassels-Pfister concluimos el resultado para k[t]. [

5.4. Existencia real de representacion por sumas de 5
cuadrados

De manera analoga a la seccidn anterior, en esta seccion buscaremos justificar la existencia
de secciones sobre divisores reales, tales que

5
2 2
far = Z ﬁi,R'

i=1

Para ello tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.20. Sea k un cuerpo de numeros real, sea F/k un cuerpo de funciones
algebraicas regular y sea Fr/R el cambio de base sobre la completacion real R de k.
Sea A € CI(Fr/R) un divisor amplio. Sea f € Fr/R no negativa, sea D € Div(Fr/R) el
divisor doblado de f. Entonces, para un [ lo suficientemente grande existe, una seccion
ar € Zr(2lA) no nula y las secciones ;g € Zx(D + 2kA), i = 1,..,5 sin un cero real
comun tales que

5
2 2
fog =Y B
=1

Demostracion. Como k, es una completacion real de k, por la Definiciéon 4.8 podemos
identificar k, = R. Por el Lema 2.29 sabemos que div®(f) = E — 2D donde E es efectivo
reducido, entonces podemos ver a f como una seccién de . (2D) con divs,(f) = E.
Como f es no negativa, por el Teorema de Witt ( Teorema 3.1) tenemos que existen
g,h € F/R tales que f = ¢g*> + h?. Como el divisor principal div},,(f) es efectivo, entonces
no tiene polos reales, por lo que ni g ni h pueden tener polos reales.

Sea @ un divisor en F /R efectivo cuyo soporte no tiene puntos reales y ademas @ + div(g)
y @ + div(h) son efectivos. Ahora sea [ lo suficientemente grande para que el espacio
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Zr(lA — Q) sea generado por secciones globales. Sea {¢;}1<;<, una base del espacio
Zr(IA — @), entonces definamos ¢ := )" | 7 visto como un elemento de %z(21A) que
se anula en @ y no tiene ceros reales (para entender el porqué de esta eleccion, vea
Observacion 5.21).

Digamos que ag := €Yy Bir := €g, for :=€h Yy B;:=0para 5 > i > 2 como e no tiene ceros
reales y divh, (f) es efectivo reducido, hemos demostrado que existe una seccién no nula

ar € Z&(lA) y las secciones ;g € Zr(D + [A) sin un cero real comun de la forma

5
fog =Y Bl
=1
]

Observacion 5.21. Estas explicaciones las incluiremos aqui para no hacer la demostracion
anterior mas engorrosa.

Si elegimos @ un divisor en F /R de tal manera que Q + div*(rg) > 0y Q + div*(th) > 0,
entonces podemos decir que Q > DivS (1g) + DivS (7h), esto ya que sabemos que g7y hr
no tienen polos reales, pero pueden tener polos complejos, por lo que elegimos el divisor
() de esta manera, para que al momento de multiplicar por ¢ (como lo definimos arriba), las
secciones racionales g7 y hr cancelen sus respectivos polos complejos y podamos "parchar”
las singularidades, de modo que las funciones 3, y 5, sean efectivamente secciones de
algun espacio .Z(-) (esto es necesario por la Observacion 2.25).

Ahora bien, sea una base {¢, }o<n<1 € Z(IA — Q) como antes, vemos que e = > 1" €7 €
Z(—20Q + 2l A) esto gracias al siguiente calculo

para algin j, y ¢; € Z(Q — IA) entonces vp(e}) > —v,(2(Q — IA)) lo que implica que
e € Z(2(Q —lA)). Ahora tenemos que

ce Z(2(Q—1A)) < vp(e) > 2np —2lmp VP € Pp
< vp(e) > —2lmp, 1 >>0
S ee ZL(2A)
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Para ver que ¢ se anula en los puntos del soporte de ) tenemos que realizar el siguiente
calculo

div(e) > Q — A
divyg(€) — dive(€) > Q + 1AL —IA_
= divg(e) > Q + 1A,

Por lo que si elegimos un lugar P € Supp(Q) tendemos que vp(e) > np + Imp > 0 ya que
[ >> 0, esto implica que ¢(P) = 0 obteniendo asi lo que queriamos.

Es necesario mencionar que el teorema anterior es un corolario de la Proposicién 3.3 del
texto de Benoist, 2025.

Usando la misma eleccidon de divisor Ay D que en el Corolario 5.11, podemos desprender
el siguiente resultado.

Corolario 5.22. Sea f < R[t|\{0} positiva definida y de grado 2n, entonces existen
fi, .., f5 € R[t] donde
F=R+B+E+ 0+

deg(f — f2) = 2n.

5.5. Variaciones reales de suma de 4 cuadrados

Siguiendo la misma Idgica que el caso 2—adico. Veremos como se preserva el hecho de
ser suma de 4 cuadrado bajo pequefas perturbaciones, esta vez sobre completaciones
arquimedianas.

Teorema 5.23. Sea k un cuerpo de numeros real, sea F/k un cuerpo de funciones
algebraicas regular y sea Fr/R el cambio de base sobre la completacion real R de k.
Sea A € CI(Fr/R) un divisor amplio. Sea f € Fx/R no negativa, sea D € Div(Fr/R) el
divisor doblado de f tal que

5
2 2
Jag = Z @,R
i=1

para algunos ar € Z&r(2lA) no nula y las secciones ;g € Zr(D + 2kA), i =1,...,5sinun
cero real comun. Entonces existe a € £ (21A) no nula y las secciones 35 € £ (D + 2lA)
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tales que

es suma de 4 cuadrados en Fy/R.

Demostracion. Por Hipdtesis, podemos hacer los siguiente calculos.
5
2 2
far = Z Bir
=1

4
= foi — Bz =D Oix € Le(2(D+14))
=1
podemos notar que fog — (3 es positiva en Fr/R, ahora aproximando débilmente (
Lema 4.10) existen o € Z(IA) y las secciones (5 € £ (D +1A) en el cuerpo F que estén lo
suficientemente cerca de ag y 35 r por ende fa? — 32 también es positiva definida en F /R
y por el Teorema de Witt (Teorema 3.1), es suma de 2 cuadrados y por ende de cuatro

Bs

2
cuadrados en Fi /R y por tanto podemos concluir que f — (—) es suma de 4 cuadrados

(0%
en sobre F/R.

Es necesario mencionar que el teorema anterior es un corolario de la Proposicion 3.3 del
texto de Benoist, 2025.

Usando la misma eleccidn de divisor Ay D que en el Corolario 5.11, podemos desprender
el siguiente resultado.

Corolario 5.24. Sea f < R[t]\{0} positiva definida y de grado 2n, sean fi, ..., f5s € R[t]
donde

f=R+R+E+ i+,
deg(f — f2) = 2n. Entonces, dado | | el valor absoluto usual de R, existe un n > 0 tal que:
para todo polinomio g € R[t] que verifique deg(g) < ny |lg — f5|| < n, el polinomio f — ¢* es
de grado 2n y es suma de 4 cuadrados en R[t].
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5.6. Calculo del numero de pitagoras de F'/k

Finalmente en esta seccion daremos la demostracién del Teorema 5.1, dada por Benoist
en el ano 2025.

Teorema 5.25 (Benoist, 2025). Sea k un cuerpo de ndmeros real. Sea F'/k un cuerpo de
funciones algebraico regular sobre k, si f € I es positiva definida, entonces f es suma de
5 cuadrados en F'/k.

Demostracion. Como k es real, debemos estudiar 3 tipos de lugares:
a) Lugares Reales
b) Lugares Diadicos
c) Lugares no Diadicos

en los que queremos demostrar que f — g? es suma de 4 cuadrados y asi aplicar el teorema
de Kato.

Ademas, por el Teorema de Ostrowski (véase Conrad, 2010), sabemos que las completaciones
de k son exactamente Ry k, para todo primo p € Z. Ahora bien, por el Lema 5.2, sabemos
que la forma cuadratica sumar 4 cuadrados es universal para cualquier p > 2, por lo que
solo nos concentraremos en los lugares diadicos y reales de k.

Sea v € Q. tal que k, € {R, ky}, tenemos que para el divisor doblado D € Div(F/k) de fy
algun divisor A € Div(F/k) amplio, tal que para un [ lo suficientemente grande, existen;
las secciones a, € Z,(IA)y Bi, € Z,(D +[A) sin un cero real comun y tal que

4
fal=> "8, (5.2)
i=1

con «,, # 0. Esto gracias al Teorema 5.10 y al Teorema 5.20. Al ser finitos v, podemos
aproximar débilmente con el Lema 4.10 y asi encontrar a« € Z(2l1A)y 5 € Z(D +
2l A) lo suficientemente cerca de «, y 35, respectivamente, esto para todos los lugares v
simultaneamente. Haciendo las siguientes operaciones

Bs 2_foz2 Bs ?
() == (%)
= (0 - )
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Bs\> 1

Queremos probar que f — —) = — (o®f — 2) es suma de cuatro cuadrados en I /R
[0 (6

y F,/k, para todo p € Z. Como bien ya se menciond, demostraremos este hecho en tres
casos:

a) Si k, es una completacion real, usamos el Teorema 5.23.

b) Si k, es una completacion no diddica ni real, entonces lo podemos identificar con &,
para p > 2. Sabemos que la forma (1,1, 1,1) es universal en F,/k, ( Lema 5.2), por

2

lo que f — (&) es suma de 4 cuadrados en £}, /k,.
(6]

c) Seak, unacompletacion diadica podemos identificarla como k.. Desde la Ecuacién (5.2)
tenemos que fa3—f2, = Y i, B2, € £ (2(D+21A)),sea X € Pruncerode fa2—f32,.
Como X no anula a todos los f; », la forma ((1, 1)) es isotrdpica en el cuerpo residual
de X. Esto ya que:

0= (fad = Ba)(X) = D Bla(X) € Fx

Ahora aplicamos la Proposicién 5.16, que nos dice que, si a y 3; estan lo suficientemente
cerca de ay Y (i 2, la seccidn fa? — 32 también es suma de 4 cuadrados en Fj/ ks,

2
luego dividiendo por a? concluimos que f — (%) es suma de 4 cuadrados en F/k
2
Se ha demostrado que f — (%) es representado por ((1,1)) en F, /k, para todo v € ),

2
entonces por el principio local global de Kato ( Teorema 5.5) podemos concluir que f— (%)

es suma de 4 cuadrados en F'/k. O

Corolario 5.26. Sea k un cuerpo de numeros, sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas
sobre k, entonces p(F') <5

Demostracion. Si usamos la misma légica que en la demostraciéon del Corolario 5.8
podemos obtener lo pedido. O

En particular esto ocurre para los cuerpos F'/k donde k es un cuerpo de numeros real con
[k2 : Qo] impar, por lo que junto a lo discutido en la Observacion 5.9, podemos extraer el
siguiente resultado.
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Corolario 5.27. Sea k un cuerpo de numeros. Sea F'/k una cuerpo de funciones algebraicas
sobre k, entonces:
s(k)+1, Sikesnoreal
p(F) <
p(k)+1, Sikesreal

En cualquier caso p(F') < 5.

Para poder calcular el numero de Pitdgoras de k(t), Pourchet demostrd el siguiente Teorema
local

Ya podemos demostrar el Teorema de Pourchet.

Teorema 5.28. Sea k un cuerpo de numeros; sea f < k[t]\{0} libre de cuadrados, positiva
definida y de grado 2n, con n € N. Existen entonces 5 polinomios fi, ..., fs € k[t] tales que

L f=R+B+E+H+f

2. deg(f —cf2)=2n

Demostracion. Al igual que en el Teorema 5.25, solo nos vamos a concentrar en las
completaciones k; y R de k. Sea k, € {R, .}, por el Corolario 5.11 y Corolario 5.24,
sabemos que existen f; , € k,(t) con 1 <i <5 tal que

f=1fio+ fon+ fo0+ Tin+ fon

Luego, por el Teorema de aproximacion débil (Lema 4.10) podemos encontrar un f5 € k(t)
tal que ||f5 — f5.]|v < € para todo e > 0. Luego por la Corolario 5.19 y Corolario 5.24
tenemos que f — f; serd suma de 4 cuadrados en k,. Por el Lema 5.2 tenemos que f — f5
es suma de 4 cuadrados en cada k,(t) para todo primo p > 2. Con esto hemos demostrado
que f — f5 es suma de 4 cuadrados en cada k,(t) para todo lugar v de k, aplicando el
Teorema de Cassels-Pfister (Teorema 2.32) en cada lugar v, podemos concluir que f — f5
es suma de cuatro cuadrados en cada k,|[t], y por corolario 5.6, tenemos que f — f5 es
suma de 5 cuadrados en k[t].
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5.7. Consecuencias del Teorema de Benoist

Debemos recordar que un cuerpo de funciones algebraicas F/ Kes una extension finita
de un cuerpo de funciones racionales K (X). Por lo que, al ser una extensiéon K(X) C F
podemos ver su indice [F' : K(X)]. Ahadiendo una condicién extra a este indice, podemos
demostrar que la cota p(k) + 1y s(k) + 1 es la cota optima. Para ello debemos dar unos
resultados previos.

Lema 5.29. Sea F'/K un cuerpo de funciones algebraicas tal que [F : K(X)| sea impar.
Sea p(X) € K(X).Para cualquier forma q sobre k, q representa a p(X) en K(X) si y solo
Si q representa a p(X) en F.

Demostracion. Como el grado de la extension F/K(X), es impar. Ahora aplicamos el
Corolario 2.9 del capitulo VII de la seccién 2 del texto de Lam, 2005 a la extension F/ K (X)
(Teorema de Springer). O

Con esto podemos mostrar el siguiente resultado

Lema 5.30. Sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas tal que I : k(X)| es impar. Sea
q = {(ai,...,a,) una forma cuadratica anisotrdpica sobre k. Si q representa al polinomio
b+ a,X? en F, entonces la forma ¢’ = {(as, ...a,) representa al elemento b en k.

Demostracion. Como g representa a b — a; X en F'y este ultimo es un polinomio en k(X),
podemos aplicar el Lema 5.29, por lo que b — a; X? es representado por ¢ en k(X). Por el
Teorema de Cassels-Pfister, sabemos que existen polinomios f1, ..., f, € k[X] distintos 2 a
2, con

> aifi(X)? =b+a X’ (5.3)

Ahora bien, ¢ es anisotrépico, por lo que podemos aplicar grado en ambas partes de la
ecuacion, lo que nos dice que

deg (i aifi(X)2> = deg (b+ a1 X?)
i=1
2 mix {£,(X)} =2

= max{f;(X)} =1

1<i<n
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esto nos dice que los f; deben ser polinomios lineales, es decir f; = d; + ¢; X 0 constantes,
por lo que podemos plantear las siguientes ecuaciones
Zaz(dl + CiX)Q =b -+ a1X2

=1
n

Z aldf + 2 Z aidiciX + Z CLZ'C?XQ =b + CL1X2
=1 =1 =1
de esto podemos desprender las siguientes ecuaciones

n

Z a;c; = ay (5.4)
i=1
i=1
> adi=b (5.6)

=1

gracias a la anisotropia de ¢, desde la Ecuacion (5.4), podemos desprender que
Zaicf =a1=>c=1¢=0Yi=2,..n
=1
con esto en mente, de la Ecuacién (5.5), podemos desprender que
Zaidici =0=a1dici;=0=d; =0
=1
y finalmente desde la Ecuacion (5.6) podemos concluir que

n

Zaidfzb;»zn:aidfzb

i=1 1=2

Y esta es la afirmacion. O

Con esto podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 5.31. Sea k un cuerpo de numeros y sea F'/k un cuerpo de funciones tal que
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[F': K(X)] es impar, entonces:

s(k)+1, Sikesno real

p(k)+1, Sikesreal

Demostracion. Para esta demostracion usaremos el truco usado por Hsia y Johnson, 1974.
Sea k real y sea b un elemento totalmente positivo en & tal que requiera exactamente p(k)
elementos para ser suma de cuadrados. Sean los b; € k paratodo i = 1, ..., p(k) tales que
b="0b] + ... + b

Al ser b positivo, la funcién b + X? es positivo definido en F. Si b + X? fuera suma de
exactamente p(k) cuadrados en F', por el Lema 5.30 implicaria que b es suma de p(k) — 1
cuadrados en k, lo cual es imposible. Por ende p(k) < p(F) < p(k) + 1y como p(F) es un
entero, necesariamente debe ocurrir que p(F') = p(k) + 1, obteniendo asi lo pedido.

Ahora si k es no real, sabemos que s(k) < p(F) < s(k) + 1. Asumamos que s(k) = p(F).
Entonces, cada elemento de F, es una suma de s(k) cuadrados en F, en particular el
elemento X. Por el Lema 5.29, implica que también es una suma de s(k) cuadrados en
k(X), y por el teorema de Cassels-Pfister, es una suma de s(k) cuadrados en k[X|; es
decir X = f} + ... + f%,, con f; € k[X].

Como 1 = deg(fE + ... + ff(k)) < méx{deg(f?)}, entonces al menos uno de los f; es no
constante. Denotemos por n; := deg( f;) de esto desprendemos que

fi=ai, " +Qi(x)
f3 = a3, + Qa(x)

i) = Gyt + Quin ()

Definamos n := méx; ;<) {n:}, entonces el coeficiente lider de /7 + ... + ff(k) por las
ecuaciones Ecuacion (5.7) serd exactamente a7, + ... + a2y, ,, con al menos uno no nulo

s

(por construccion). Igualando los coeficientes de Zle f? con X entonces

ain + .+ ag(k)m =0
2 2 2
a n aS —1,n
:>( L ) U . ) |
as(k;)ﬂq, as(k),n
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es decir que —1 es suma de s(k) — 1 cuadrados, lo que es imposible. Contradiccion. Por lo
que s(k) < p(F'), concluimos lo pedido. O

5.7.1. Preguntas Finales
Finalizamos este trabajo con algunas preguntas que fueron quedando en el camino

Pregunta 5.32. ;Se podria generalizar el principio local-global de Pourchet sin usar el
Teorema de Kato y los ideales Fundamentales?

Como se menciond en la seccién del Teorema de Kato, para demostrar su principio
local-global, Pourchet usa su propio criterio local global y mezclado con Hasse-Minkoski
demuestra su Principio local global (Corolario 5.6). Con todo esto cabe preguntarse
¢podriamos reformular esta proposiciéon en el caso F'/k? de esta manera obtener un
principio local global que no dependa del Teorema de Kato. La respuesta aun no es clara,
al ser una pregunta de proposicion de método y no un Teorema demostrable o que tenga
contra ejemplo. De todas maneras en una discusion que tuve con Olivier Benoist, le planteé
esta Pregunta y su respuesta fue la siguiente

” Hasse-Minkowski esta estrechamente relacionado con la inyectividad de la funcion
Br(K) — 1], Br(K,), donde K es un cuerpo numeérico y v recorre todos los lugares de K.
Ndtese que el grupo de Brauer Br(K) puede interpretarse como cohomologia de Galois
de grado 2. El teorema de Kato es una variante de este, para la cohomologia de Galois de

grado 3, sobre cuerpos de funciones de curvas sobre K (inyectividad de
H3(K(C)) = I1, H*(K,(C)) ). [...] El teorema de Kato es (mucho) mds complejo que el
de Hasse-Minkowski [. . .] La razdn por la que Pourchet solo puede basarse en

Hasse-Minkowski es que la curva que considera es la recta proyectiva P, por lo que
K(P}) = K(t). La cohomologia de Galois del cuerpo K (t) es mucho mds sencilla que el

caso general: puede describirse utilizando la sucesion exacta de Faddeev
0— H3K)— H3(K(t)) = >, H*(k(z)) — H?*(k) — 0, donde x recorre los puntos
cerrados de P} (véase el 6.4.5 o el Teorema 6.9.1 en el libro [Gille y Szamuely, Algebras
centrales simples y cohomologia de Galois]). Como ves, reduce H® de K (t) a H? de
extensiones finitas de K, que luego pueden controlarse mediante Hasse-Minkowski.
Cuando la curva C' es mds compleja, no se puede controlar completamente H?(K (C)) de
esa manera.”
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La siguiente pregunta no requiere darle mas detalle.

Pregunta 5.33. Darle una demostracion clara a la Hipotesis 5.14

Otra pregunta interesante seria la siguiente:
Pregunta 5.34. Sea F'/k un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de numeros

k con [F : k(X)] par. ;Qué condiciones debe cumplir F' para que se cumpla la conclusion
del Teorema 5.317

Y finalmente una de las preguntas que se planted como objetivo de este trabajo y que no
tuvo respuesta

Pregunta 5.35. Dado una funcion f € F/k positiva definida, ;se puede formular un
algoritmo para encontrar la suma de cuadrados de polinomios?

Todo pareciera apuntar que si, al menos en algunos casos aislados. Como en el cuerpo
F = Q,(t) en el caso de polinomios de grado dos. Pero no hay nada general aun.
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